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INTRODUCCIÓN 
 
El presente trabajo para la colación del grado de Doctor constituye una aproximación al 
desarrollo de la Macroeconomía moderna y su relación con la explicación de las 
fluctuaciones cíclicas a partir del modelo de Ciclo Económico Real. El influyente 
trabajo de Kydland y Prescott (1982) marca un punto de inflexión en el desarrollo del 
pensamiento económico en varios aspectos. 
Tradicionalmente, la Macroeconomía se apoya en dos tipos de modelos muy distintos 
para explicar dos hechos fundamentales: el crecimiento del PIB “per cápita” a largo 
plazo y las fluctuaciones de la producción con respecto a su tendencia de crecimiento, 
esto es, los ciclos económicos; mientras que por una parte los hechos empíricos 
asociados al primero son explicados a partir del modelo de Solow (1956), la 
Macroeconomía del corto plazo pertenece al dominio del modelo IS-LM o del modelo 
OA-DA. 
La revolución metodológica que ha supuesto la Teoría del Ciclo Económico Real se 
apoya en tres ideas: la primera considera que es posible estudiar el fenómeno cíclico a 
partir de la utilización de modelos de equilibrio general competitivo walrasianos; la 
segunda, que es posible unificar la explicación de la teoría del ciclo con la teoría del 
crecimiento económico; la tercera es que debemos ir más allá de realizar comparaciones 
de carácter cualitativo entre las distintas teorías y poder comprobar si el modelo es 
capaz de explicar cuantitativamente el comportamiento observado en las series 
económicas. 
Estos tres desafíos marcan el desarrollo de la investigación sobre el ciclo económico. 
Consideremos en primer lugar, lo que podemos entender por explicar el ciclo. El 
método empírico en el que se basa la teoría del Ciclo Económico Real tiene como fin 
último  generar datos artificiales a partir de la simulación del modelo y comparar tanto 
la variabilidad relativa de dichas series como sus coeficientes de correlación con las 
mismas medidas calculadas a partir de los datos reales.  
Dado que la simulación es de carácter estocástico, surge la cuestión de qué variable 
exógena es la encargada de provocar el comportamiento dinámico en las variables del 
modelo.  
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Y es en este aspecto, el origen de las fluctuaciones económicas, lo que ha provocado un 
encendido debate conforme el modelo ha sido sometido a un análisis más riguroso. 
El modelo de Ciclo Económico Real explica los movimientos conjuntos en las series a 
partir de las fluctuaciones de carácter estocástico del progreso tecnológico medido éste a 
partir del residuo de Solow. Esta explicación basada en los cambios que experimenta la 
función de producción cuando se ve sometida a shocks tecnológicos contrasta de 
manera radical con la literatura vigente hasta los primeros años 80, que situaba al 
cambio en las magnitudes monetarias como el factor explicativo más probable de la 
causa y origen de los ciclos económicos. 
El objetivo del presente trabajo es analizar el modelo de Ciclo Real desde un punto de 
vista metodológico, lo que implica adentrarse en su formulación y en los supuestos 
sobre los que descansa para llegar finalmente a su resolución. No obstante, el modelo 
básico ha ido incorporando sucesivamente nuevos elementos que han buscado mejorar 
su capacidad explicativa y convertir al modelo de Ciclo Real  en el modelo de referencia 
para estudiar el impacto de otras perturbaciones distintas a los shocks tecnológicos. 
En el presente trabajo desarrollamos algunas de estas aportaciones incidiendo en las 
implicaciones macroeconómicas de la modelización, en su desarrollo analítico y en sus 
principales resultados. 
De esta forma, hemos dividido el trabajo en 6 capítulos a través de los cuales realizamos 
un recorrido por lo que consideramos constituyen el conjunto de aportaciones más 
relevantes en el campo de la macroeconomía y su relación con el modelo de Ciclo 
Económico Real. 
El capítulo primero está dedicado a presentar tres cuestiones: definir el ciclo económico 
y las características cíclicas de una economía, realizar un recorrido que aunque somero 
ilustra en alguna medida la situación del Pensamiento Económico antes y después de la 
aparición de la Teoría General de Keynes y un tercer bloque en el que realizamos un 
mayor desarrollo de los modelos monetarista y keynesiano acerca de los efectos de la 
política monetaria sobre la producción y el nivel de precios. 
El capítulo segundo desarrolla el efecto de los shocks tecnológicos dentro del modelo 
neoclásico de crecimiento con oferta de trabajo fija. En la solución de los modelos 
planteados podemos encontrar la metodología básica y los fundamentos del modelo de 
3 
 
Ciclo Económico Real. Dada su relativa sencillez analítica he realizado el cálculo de su 
solución. 
En el capítulo tercero incorporamos la oferta de trabajo como variable de decisión de las 
economías domésticas y procedemos a plantear los supuestos y las características del 
modelo de Ciclo Económico Real. Comenzamos por el modelo que da origen al nombre 
del programa de investigación: el trabajo de Long y Plosser para ir resolviendo 
sucesivamente el modelo desde el caso más sencillo hasta el más general. 
El modelo puede resolverse desde dos enfoques: a partir del equilibrio competitivo y a 
partir del denominado problema del planificador social. 
En el capítulo cuarto introducimos el dinero o el papel de la política monetaria dentro 
del modelo de equilibrio general. En primer lugar, analizamos dos modelos clásicos  en 
los que la política monetaria es totalmente irrelevante para determinar las variables 
reales. A continuación planteamos un modelo con rigidez salarial para seguidamente 
considerar el papel del dinero en las dos vertientes más utilizadas en la literatura: 
incluirlo dentro de la función de utilidad y en la denominada restricción de liquidez. 
Finalmente dentro de este marco es indispensable presentar el modelo New-Keynesian 
con rigidez de precios. 
El capítulo quinto es el más extenso y en él se desarrollan aspectos cruciales en la 
literatura sobre Ciclo Económico Real. Sin entrar en cada uno de los epígrafes por 
separado, las cuestiones tratadas entre otras son, la modelización del mercado de 
trabajo, la utilización variable del capital, el papel del gasto público, los shocks 
específicos a la inversión o los shocks de demanda para terminar presentando las 
características del modelo original de Kydland y Prescott. 
En el capítulo sexto exponemos en primer lugar la distinción entre tendencia estocástica 
y tendencia determinista y su correspondencia con la persistencia de las perturbaciones 
en tres sencillos modelos macroeconómicos para considerar a continuación tres 
aportaciones importantes sobre la medición empírica de dicha persistencia. El papel de 
la moderna metodología de Vectores Autorregresivos y su relación con los shocks 
tecnológicos ha sido analizada a partir del debate relacionado con el efecto de dichos 
shocks sobre las horas trabajadas. En relación a esta cuestión planteamos tres modelos 
que explican por qué una peturbación tecnológica no eleva las horas trabajadas, 
conclusión totalmente diferente a la obtenida en el modelo de Ciclo Económico Real.  
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Las críticas al modelo de Ciclo Económico Real han sido abundantes desde 
prácticamente sus inicios, por lo que hacemos una revisión de los aspectos en los que el 
modelo presenta sus puntos más débiles. Finalmente, exponemos las características de 
un modelo de equilibrio general ampliado en el que sobresalen tres características: la 
primera es que conserva los moldes originales del modelo de Ciclo Económico Real, la 
segunda es que introduce algunas de las ampliaciones discutidas en el capítulo 5, 
concretamente la utilización variable del capital y el shock específico a la inversión y en 
tercer lugar considera la rigidez de precios y salarios.  
 
  
 
 
CAPITULO 1
CICLO ECONOMICO Y
MACROECONOMIA
UNA PERSPECTIVA GENERAL HASTA
1982
1.1. ¿Qué es el ciclo económico ?
Una perspectiva histórica.
Cuando hablamos de ciclos, la imagen que nos viene rápidamente a la
memoria es la de una onda o una senda similar a la que describe la función
seno o coseno caracterizada por un comportamiento recurrente, regular y
periódico. El uso general en el ámbito cientíco de la palabra ciclo hace
referencia a la recurrencia de diferentes fases que son susceptibles de algún
tipo de medición. Tal y como lo expresó Mitchell (1927, p. 377):
In general scientic use....the word (cycle) denotes a recurrence
of di¤erent phases of plus and minus departures, which are often
susceptible de exact measurement
El concepto de ciclo económico es un legado del siglo XIX. Ya se advirtió
que el sistema económico capitalista estaba sujeto a una serie de movimien-
tos ondulantescaracterizados por una secuencia denida de fases. Dicha
secuencia aparecía de forma reiterada , pero con duraciones variables.
En 1837, Samuel Jones Lloyd (lord Overstone) empleó el término ciclo y
se rerió a sus estados o fases en los siguientes términos:
la situación del comercio... la encontramos que sujeta a varias
condiciones que reaparecen periódicamente, repitiéndose clara-
mente en un ciclo denido. Primero la encontramos en un estado
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de tranquilidad, enseguida de progreso, conanza creciente, pros-
peridad, agitación, comercio desbordado, conmoción, presión, es-
tancamiento, desolación, terminando nuevamente en tranquili-
dad(citado en Hansen, 1951, pag 216).
En 1862, Clement Juglar publicó el primer tratado enteramente dedicado
al estudio del ciclo económico, que le lleva a denir la existencia de un ciclo
industrial de entre 7 y 11 años en el que es fundamental el comportamiento
del crédito bancario en su explicación.
Junto a los ciclos de Juglar, aparecen en los años 20 las publicaciones de
J. Kitchin que identica ciclos menores de unos 40 meses y los ciclos de onda
larga de Kondratie¤ de unos 50 a 60 años.
Desde el punto de vista metodológico encontramos dos puntos de vista
diferentes.
En primer lugar, el enfoque empirista de W.C. Mitchell, plasmado en
su obra Business cycles (1913) en la que presenta tanto una revisión de la
investigación sobre el fenómeno como una descripción de los ciclos basada en
el estudio de un conjunto de series económicas a través de sus características
dinámicas y caracterizando cada ciclo en cuatro fases distintas. La idea
era que cada ciclo consistía en cuatro fases que inevitablemente aparecen en
orden consecutivo, y que se correspondía con el pensamiento de la época en
el que cada fase del ciclo lleva el germen o la semilla para que termine una
fase y comience la siguiente. Estas fases son las etapas de prosperidad, crisis,
depresión y recuperación.
Mitchell lo expresa claramente en 1923 cuando escribe:
Then in order will come a discussion of how prosperity produces
condicions which lead to crisis, how crises run into depressions,
and nally how depressions after a time produce conditions which
lead to new revivals(Mitchell, pag 46).
El enfoque empirista de Burns y Mitchell (1946, p 3) les lleva a acuñar
una de las deniciones de ciclo económico más citadas en la literatura:
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...los ciclos económicos son un tipo de uctuaciones que se pre-
sentan en la actividad económica global de las naciones cuyo sis-
tema productivo se basa fundamentalmente en la empresa pri-
vada: un ciclo consta de expansiones, que se producen, aproxi-
madamente al mismo tiempo, en muchas ramas de la actividad
económica, y que son seguidas de recesiones, contracciones y re-
cuperaciones, también de carácter general, que conducen a la fase
de expansión del ciclo siguiente; esta sucesion de cambios es recur-
rente pero no periódica; la duración de los ciclos varía desde algo
más de un año hasta diez o doce; no son divisibles en ciclos más
cortos de carácter semejante y con amplitudes aproximadamente
iguales.
El National Bureau of Economic Research sigue la estela del camino mar-
cado por Mitchell al jar la cronología de las expansiones y recesiones para
la economía norteamericana.
Visto en retrospectiva, es claro que el campo de investigación se ha movido
en una dirección completamente diferente de la que Mitchell presentó y con
el desarrollo de la econometría su método de estudio fue tachado como mea-
surement without Theoryen la famosa crítica de Koopmans (1946).
Desde una visión teórica, en el enfoque de Frisch (1933), los ciclos económi-
cos se asemejarían al movimiento de un péndulo. En los años 30, algunos
economistas comenzaron a desarrollar modelos matemáticos dinámicos que
generaban ciclos cuando se sometían a perturbaciones aleatorias. Las uc-
tuaciones cíclicas serían el resultado de la combinación de impulsos, shocks
aleatorios que constantemente afectan a una economía, junto a los mecan-
ismos de propagación internos del sistema económico. Frisch por tanto dis-
tinguió entre impulsos en forma de shocks aleatorios y su propagación en
el tiempo. Desde este punto de vista, el propio modelo debería endógena-
mente generar un comportamiento oscilante dada una fuente de perturbación
exógena.
La analogía del péndulo se ha utilizado a menudo para describir este
punto de vista de los ciclos. Los shocks son necesarios para dar la energía
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que mantiene las oscilaciones y el propio modelo es el que genera trayectorias
dinámicas oscilantes. Es, haciendo una analogía, similar a lo que observamos
cuando tiramos una piedra a un lago, el shock es la piedra que impacta al
agua y la respuesta es simplemente las ondas que describe aquélla.
Tendremos ocasión de revisar algunos modelos dinámicos que son capaces
por su propia estructura interna de replicar un comportamiento similar.
Unos años antes, E. Slutzky (1927) fue el primero en demostrar que es
posible generar ciclos análogos a las uctuaciones que observamos en las series
económicas a partir de la suma de causas o shocks aleatorios en una ecuación
en diferencias estocástica, de orden bajo y con raíces reales positivas cercanas
pero menores a la unidad. El ejemplo más sencillo para ilustrar cómo generar
una serie con un comportamiento cíclico pero no determinista es considerar
una ecuación en diferencias de primer orden, con un término estocástico que
puede seguir cualquier distribución de probabilidad elegida.
La ecuación lineal de primer orden es:
yt = 0:90yt 1 + t
a partir de iteraciones sucesivas y dado un valor inicial de la serie.
yt = y0(0:90)
t +
t 1X
i=0
(0:90)it i
La serie de yt viene explicada por todos los shocks pasados con la propiedad
de que su importancia decrece en progresión geométrica conforme el shock
sucede más lejos en el tiempo del momento actual.
Adelman I y Adelman F (1959) cuestionaron el enfoque de Frisch al
someter al modelo de Klein-Goldberger (1952) a una serie de perturbaciones
aleatorias y observaron que el modelo no generaba una dinámica semejante
al movimiento de un péndulo (Chatterjee, 2000).
Tal y como señala Mullineux, el enfoque Frisch-Slutzky es el que se ha
impuesto como método de abordar el estudio de los ciclos económicos:
the Frisch-Slutsky hypothesis, that the business cycle is the re-
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sult of a series of shocks to a linear model, which imparts dampen-
ing e¤ects, has formed the basis of post-war business cycle mod-
elling. It is implicit in the keynesian approach, as demonstrated
by the simulation analysis of the large scale econometric models
in the 1970s, as well as the New Classical approach(Mullineux,
pag 23).
1.2. Las características cíclicas
de una economía.
No es hasta los años 70 cuando la investigación sobre los ciclos económicos
comienza de nuevo a recibir atención, fundamentalmente por el artículo de
R. Lucas, Understanding Business Cycles (1977) en el que el ciclo económico
es denido como desviaciones del output con respecto a su tendencia de
crecimiento, caracterizado por movimientos conjuntos (comovements) en las
desviaciones del conjunto de variables macroeconómicas con respecto al PIB.
Lucas además enfatiza el enfoque de Slutzky, y toma en consideración
parte de la denición de Mitchell, aunque la cuestión de las distintas fases
del ciclo es totalmente olvidada.
movements about trend in gross national product in any country can
be well described by a stochastically disturbed di¤erence equation of very
low order. These movements do not exhibit uniformity of either period or
amplitude, which is to say, they do not resemble the deterministic wave
motions which sometimes arise in the natural sciences. Those regularities
which are observed are in the co-movements among di¤erent aggregative
time series(Lucas, 1977, pag 9).
Por otra parte, Lucas subraya la idea de que todos los ciclos económicos
son iguales y por tanto podría ser teóricamente posible dar una respuesta
unicada a sus causas, dado que en las economías de mercado las regulari-
dades observadas son comunes a todas ellas.
There is, as far as I know, no need to qualify these observa-
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tions by restricting them to particular countries or time periods:
they appear to be regularities common to all decentralized mar-
ket economies. Though there is absolutely no theoretical reason
to anticipate it, one is led by the facts to conclude that, with
respect to the qualitative behavior of co-movements amongseries,
business cycles are all alike. To theoretically inclined economists,
this conclusion should be attractive and challenging, for it sug-
gests the possibility of a unied explanation of business cycles,
grounded in the general laws governing market economies, rather
than in political or institutional characteristics specic to partic-
ular countries or periods(Lucas, 1977, pag 10).
A pesar de que Lucas no dene la tendencia o trend, su idea es el
concepto de tendencia fundamentado en la teoría del crecimiento económico,
esto es, el crecimiento del PIB per cápita se debe al progreso tecnológico de
naturaleza exógena que crece a una tasa media constante y aumenta debido a
la eciencia del conjunto de los factores productivos. En términos medios, la
senda de crecimiento de una economía viene caracterizada por los siguientes
conocidos hechos estilizadosde Kaldor (1961): crecimiento de la produc-
ción per cápita, crecimiento del capital per cápita, estabilidad del tipo de
interés o de la tasa de rendimiento del capital y participaciones estables de
las rentas de los factores productivos en la renta nacional.
Siguiendo1 a Cooley y Prescott (1995, pag 32), los hechos característicos
que deberían de poder ser explicados por una teoría del ciclo económico
tendrían que ser los siguientes.
1. La magnitud de las uctuaciones en el output y en el número total de
horas trabajadas es prácticamente igual.
2. El empleo uctúa tanto como el output y el número de horas de trabajo,
mientras que las horas medias semanales uctúan poco. Esto sugiere que la
mayoría de las uctuaciones en las horas trabajadas representan movimientos
en el número de empleados-desempleados y no tanto en ajustes en las horas
1Un estudio sistemático de las series norteamericanas puede consultarse en Stock J.
y Watson M. (1999). Business Cycle Fluctuations in US Macroeconomic Time Series.
Handbook of Macroeconomics. Elsevier.Vol 1. Capítulo 1.
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de trabajo por empleado.
3. El consumo de bienes no duraderos no presenta grandes uctuaciones.
Su volatilidad es mucho menor que la de la producción.
4. La inversión y el consumo de bienes duraderos uctúa mucho más que
el output.
5. El stock de capital uctúa mucho menos que la producción y está en
gran medida incorrelado con el output.
6. La productividad del factor trabajo es moderadamente procíclica pero
varía considerablemente menos que la producción.
7. Los salarios varían menos que la productividad.
8. El gasto público está incorrelado con el output.
9. Las importaciones son mucho más procíclicas que las exportaciones.
En el caso de España, tal y como señalan entre otros Dolado, Sebastián
y Vallés (1993), Ortega (1998) o Puch y Licandro (1997).
1. El consumo es más volátil que el output y fuertemente procíclico.
2. La inversión es cuatro veces más volátil que el output y muy correla-
cionada con él.
3. El gasto público es menos volátil que el output y ligeramente procíclico.
4. Las exportaciones netas tienen una volatilidad similar al PIB y son
débilmente contracíclicas.
5. El empleo es fuertemente procíclico y casi tan volátil como el output.
6. La productividad media es menos volátil que el output y débilmente
procíclica (Sebastián et alia) mientras que es contracíclica y más volátil que
el output en Ortega.
La siguiente tabla, estimada por Dolado et al (1993, pag 452) reeja la
volatilidad relativa de cada serie con respecto al PIB real, y las correlaciones
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x a dos retardos y adelantos con respecto al PIB.
Tabla 1.1
x=y (x 2) (x 1) x (x+1) (x+2)
PIB 1 0:71 0:90 1
Consumo 1:13 0:68 0:74 0:69 0:56 0:39
Gasto Público 0:96 0:15 0:29 0:36 0:35 0:29
Inversión 4:56 0:58 0:69 0:72 0:65 0:51
Exportaciones Netas 0:97  0:37  0:40  0:37  0:28  0:17
Empleo 1:01 0:41 0:54 0:70 0:71 0:66
Productividad trabajo 0:76 0:24 0:34 0:41 0:37 0:24
La volatilidad relativa x=y; es el cociente entre las desviaciones estándar de
cada serie con respecto al PIB; la persistencia en cada una de las series se ob-
serva a partir de los órdenes de autocorrelación, mientras que los movimientos
conjuntos en las series se mide a partir del coeciente de correlación entre
cada serie y el PIB.
En el gráco 1.1. se muestran los resultados de una simulación a partir
de un modelo de Ciclo Real.
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Con anterioridad hemos subrayado el hecho de que el ciclo económico se
caracteriza principalmente por las desviaciones de la producción con respecto
a su tendencia de crecimiento.
Esto es, las series macroeconómicas agregadas, PIB, consumo, e inversión
suelen presentar una tendencia creciente, mientras que el número de horas y
las participaciones relativas de las rentas de los factores en la renta nacional
son estacionarias en media.
De esta forma, si el ciclo económico viene caracterizado por desviaciones
de las series con respecto a una tendencia, es necesario estimar ésta y por
tanto el componente cíclico de cada serie, cuestión que nos conduce a la
problemática de la separación tendencia-ciclo. Cooley y Prescott (1995, pag
27) aseveran que el método de estimación de la tendencia no es único y no
existe una forma única verdadera de representar el componente cíclico.
Every researcher who has studied growth and/or business cycle
has faced the problem of how to represent those features of eco-
nomic data that are associated with long-term growth and those
that are associated with the business cycle -the deviation from the
growth path. Kuznets, Mitchell and Burns and Mitchell [early
papers on business cycles] all employed techniques (moving aver-
ages, piecewise trends etc.) that de one the growth component of
the data in order to study the uctuations of variables around the
long-run growth path dened by the growth component. What-
ever choice one makes about this is somewhat arbitrary. There
is no single correct way to represent these components. They are
simply di¤erent features of the same observed data.
Un método utilizado frecuentemente hasta los primeros años 80 era ajus-
tar la tendencia a través de un polinomio de orden bajo (uno, generalmente)
y obtener el componente cíclico por diferencias con la tendencia estimada.
Esta forma de estimar el componente cíclico es muy rígida y conduce a errores
considerables en la estimación debido a que estaríamos estimando una tasa
constante de crecimiento para toda la muestra, con lo que nos podríamos
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encontrar largos periodos de tiempo donde la muestra, el PIB real, puede
estar por debajo o por encima de la tendencia estimada.
Una forma alternativa sería calcular la tasa de variación de las series
trimestre a trimestre, lo que nos daría una imagen temporal de la misma en
forma de dientes de sierra, debido a que todas las observaciones anteriores
quedan fuera del cálculo de dicha tasa, dando lugar a que las observaciones
en sucesivos trimestres no estén correlacionadas.
El método que goza actualmente de más popularidad para estimar la
tendencia es el ltro de Hodrick y Prescott (1980)2. El ltro se calcula a
partir del siguiente problema de minimización:
Min
fln ytg
TX
t=1
c2t + 
T 1X
t=2
[(ln yt+1   ln yt)  (ln yt+1   ln yt)]2
donde ct = ln yt   ln yt: El primer sumando es la suma de las desviaciones
al cuadrado y es una medida del grado de aproximación entre la serie y
la tendencia mientras que el segundo término es una medida del grado de
suavización de la tendencia. El parámetro  nos da el alisamiento de la
tendencia. Si es igual a 0, entonces la serie es igual a la tendencia y no habría
componente cíclico mientras que si tiende a innito, entonces el segundo
sumando tendría que ser cero con lo que tendríamos una tendencia lineal en
el tiempo.
Hodrick y Prescott asumen que para datos trimestrales el valor de  debe
ser igual 1600:
Un ltro que ha sido también utilizado en estudios empíricos es el de
Baxter y King (1995) basado en la teoría de ltros lineales de banda ancha.
2A pesar de las cautelas o de las posibles críticas. Puede consultarse a este efecto
Canova, F (1998), Cogley, T y Nason J. (1995) o Marcet y Ravn (1997).
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1.3. Teorías del ciclo hasta Keynes.
De acuerdo con Blanchard (2000), la historia de la Macroeconomía du-
rante el siglo XX, y por extension a la evolución de las teorías sobre los ciclos
económicos, puede ser dividida en tres etapas: el periodo antes de 1940 o
antes de la publicación de La Teoría General del Interés, la Ocupación y
el Dinero de Keynes (1936), donde no podemos hablar de Macroeconomía
como un cuerpo unicado de conocimientos, sino todo lo contrario, existe
una desconexión entre lo que es la Teoría Monetaria y las teorías sobre el
ciclo económico. Mientras que el centro de la Teoría Monetaría lo constituía
la Teoría Cuantitativa del dinero y la discusión de sus efectos a corto plazo
sobre el output no había ido mucho más allá desde los primeros escritos de
Hume o Thornton, las diversas explicaciones del ciclo económico carecían de
un cuerpo unicado dentro del cual debatir la interrelación entre las variables
y cómo se transmitían los impulsos dentro del sistema. El común denomi-
nador era intentar explicar cómo las condiciones económicas en cada fase del
ciclo conducen inevitablemente a que surja la siguiente. En suma, la no ex-
istencia de un modelo explícito sobre el que debatir cómo se determinan las
variables endógenas, ni por tanto cuales serían los efectos de distintas políti-
cas económicas sobre aquéllas da lugar a que encontremos en la literatura
un conjunto más bien variado de explicaciones alternativas. El estado de la
cuestión y la cierta complejidad de estas explicaciones está reejada en el
libro de texto de la época, Prosperity and Depression de Haberler (1937).
Sin pretender ser exhaustivo, una posible clasicación de las teorías del
ciclo y los autores más relevantes en ponerlas de maniesto podría ser la
siguiente:
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Tabla 1.2
1. Teorías Unicausales
Agricultura S.Jevons, Moore
Psicología, Expectativas Pigou
Puramente monetaristas Hawtrey
2.Teorías monetarias o sobreinversión Wicksell, Hayek
3.Teorías no monetarias
Escasez de capital Tugan-Baranowsky
Innovaciones Schumpeter, Robertson
Subconsumo Sismondi
4. Precios, costes y márgenes de benecio Mitchell
Como hemos comentado, esta literatura en general tenía en común que las
explicaciones de los ciclos de expansión y recesión eran totalmente endógenos
al sistema, esto es, las condiciones de la expansión creaban las condiciones
para una recesión posterior y ésta a su vez los elementos para una expansión
posterior.
Brevemente, podemos resaltar algunos de los conceptos o aportaciones
más relevantes entre los que destacan el papel del crédito bancario elemento
clave en el proceso de transmisión.
Wicksell, que aunque centra en el progreso técnico la fuerza externa y
capaz de perpetuar el movimiento cíclico, describe el proceso acumulativo
mediante el cual una expansión monetaria se traduce en un nivel de precios
más alto. Distingue entre tipo de interés natural, básicamente la eciencia
marginal del capital keynesiana o el rendimiento del capital y el tipo de
interés del dinero o tipo de interés bancario. Una bajada de éste en relación
al natural debido a una expansión monetaria, provoca una expansión en la
demanda de dinero, en la inversión y en la renta; el aumento del nivel de
precios resultante y de la renta elevará la demanda de dinero; el sistema
bancario actuará defensivamente ante la reducción de sus reservas, elevando
los tipos nominales hasta llegar a un nuevo equilibrio, donde tipo natural y
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bancario se igualarán pero el nivel de precios será permanentemente más alto
(Patinkin, 1972, pag 84).
El legado de Wicksell y su teoría monetaria encuentra eco en Hayek donde
los factores monetarios esenciales para la expliación de ciclo económico. La
expansión crediticia elevaría la inversión sin un correspondiente aumento en el
ahorro voluntario por parte de los individuos, con lo que no tardará en llegar
el momento inevitable en el que existirá una discrepancia fundamental
entre los planes de consumidores y empresarios, percatándose éstos de haber
cometido errores, (sobreinversión) ya que los tiempos de crédito abundante
y tipos de interés bajos terminarán desvaneciéndose. Durante el proceso
de expansión, la competencia entre empresas habrá elevado el precio de los
factores productivos y entre ellos el tipo de interés bancario, con lo que la
economía se encontraría simultáneamente con un exceso de oferta de bienes
de capital y una reducción en la demanda de tales bienes.
el meollo de la verdadera explicación de la crisis, a saber, el surgimiento
de un fenómeno de escasez de capital que hace imposible la utilización del
equipo de producción existente(reproducido en Haberler, 1944, pag 371).
La inestabilidad del crédito bancario constituye la explicación de Hawtrey
del Trade Cycle, inestabilidad que está ligada al estado de los negocios que
depende de los tipos de interés, la psicología de los negocios y el volumen
real de ventas.
Robertson, por otra parte se centra en las variaciones del stock de capital
físico como principal determinante de las uctuaciones industriales, desta-
cando que tanto el progreso como los ciclos están ligados al impacto de las
nuevas industrias.
J.M. Clark, el propio Robertson y Aftalion destacan el papel del acel-
erador de la inversión según el cual una variación dada en la demanda de
consumo o en la renta aumenta la inversión, la renta y por tanto jugando un
papel esencial en la expansión.
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1.4. Keynes, keynesianos y el ciclo económico.
Sobre Keynes y el ciclo económico resaltaremos tres cuestiones.
En primer lugar, al amparo de la tradición intelectual de Cambridge, se
ve inuenciado tanto por el papel del ciclo del crédito de Hawtrey como
de la psicología o las expectativas de los individuos de Pigou, así como del
intercambio de ideas que mantuvo con Robertson. La inuencia de Wicksell
es patente en la obra de Keynes,Treatise on Money (1930). El desencadenante
del ciclo se encontraría en algún evento de naturaleza no monetaria que
estimule la inversión pero el proceso de transmisión está de nuevo en el papel
del crédito.
En segundo lugar, en La Teoría General del Interés, la Ocupación y el
Dinero (1936) subraya que son los cambios cíclicos en la eciencia marginal
del capital el elemento clave a considerar.
el ciclo económico es mejor considerado, creo yo, como oca-
sionado por un cambio cíclico en la eciencia marginal del cap-
ital, aunque complicado y con frecuencia agravado por cambios
asociados en otras variables signcativas del sistema económico
(Keynes, 1936, pag 314).
La eciencia marginal del capital depende no sólo de la abundancia o
escasez de bienes de capital, y del coste de producir bienes de capital, sino de
las expectativas corrientes acerca del rendimiento futuro de dichos bienes. La
eciencia marginal del capital depende de los cambios en las expectativas,
porque fundamentalmente esta dependencia es la que provoca que aquélla
esté sujeta a uctuaciones que serían la explicación del ciclo económico.
Dado que las uctuaciones en la eciencia marginal del capital afectan
sobre todo a la inversión privada, ésta experimentará mayor inestabilidad,
provocando uctuaciones en la demanda y en la producción nal.
En tercer lugar, podemos señalar la contribución metodológica: Keynes
piensa explícitamente en términos de tres mercados, bienes, dinero y de tra-
bajo y cómo a partir de las implicaciones de equilibrio en cada uno, las
políticas de demanda pueden afectar a las variables incluidas en el mismo.
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Indudablemente las consecuencias sobre el papel que debería jugar la
política scal y monetaria distaba años luz de lo que hasta entonces consti-
tuía el paradigma clásico basado tanto en la Teoría Cuantitativa como en el
perfecto funcionamiento de los mercados.
Las palabras de Pigou, así atestigüan:
Nobody before him, so far as I know, had brought all the rel-
evant factors, real and monetary at once, together in a single
formal scheme, through which their interplay could be coherently
investigated(citado en Blanchard, 2000, pag 1378-1379).
La formalización del modelo keynesiano en el esquema IS-LM por parte
de Hicks (1937) puede que no consiguiese atrapar la esencia de lo que Keynes
pensaba, pero denir y claricar la lista de mercados y resolver el equilibrio
resultante dio como resultado el nacimiento de la Macroeconomía.
De forma paralela, el nacimiento y desarrollo de la Econometría condujo
por una parte a intentar contrastar de forma cuantitativa las hipótesis key-
nesianas y por otra y siguiendo el enfoque de Frisch a construir modelos
matemáticos lineales y dinámicos en los que lo importante era la capaci-
dad de los mismos para generar un senda cíclica para el output a partir de
perturbaciones generadas exógenamente.
Desde el punto de vista aplicado comienzan a desarrollarse los grandes
modelos econométricos (el Brookings model constaba de casi 400 ecuaciones
) que estaban basados en la estimación de ecuaciones derivadas del modelo
keynesiano (véase Fair, C (1992) para una introducción a este enfoque).
Y es en este contexto en el que aparecen los modelos multiplicador-
acelerador de Samuelson (1939), Metzler (1941) y Hicks (1950) donde el
shock o la perturbación procede de cambios exógenos en la inversión privada
y es la propia dinámica del modelo la que predice, para ciertos valores de los
parámetros, el comportamiento cíclico del output. Son modelos en los que
sólo tenemos el mercado de bienes y la producción agregada es determinada
por la demanda efectiva.
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Concretamente, la ecuación dinámica del modelo de Samuelson es:
Yt = cYt 1 + (Ct   Ct 1) + t
Yt   c(1 + )Yt 1 + cYt 2 = t
La popularización del modelo de Samuelson entre los economistas es
patente en la siguiente cita de Sargent (1979, p 184).
Maybe the most famous second-order di¤erence equation in eco-
nomics is the one associated with Samuelsons multiplier acceler-
ator model.
1.5. El monetarismo.
Friedman no estaba en absoluto de acuerdo con el paradigma keynesiano
por lo menos en dos cuestiones centrales. La primera es que el papel que
puede jugar la política monetaria había quedado relegado a un segundo plano,
y por tanto no era un elemento a considerar para explicar las uctuaciones
cíclicas y la segunda el excesivo intervencionismo del Estado que desprendía
el pensamiento keynesiano y que le llevaba a impulsar o estabilizar la de-
manda efectiva con el n de alcanzar los objetivos marcados por la política
económica. Había caído en el olvido que las fuerzas del mercado pueden ser lo
sucientemente fuertes y rápidas para corregir cualquier desequilibrio, dado
que la información que suministran los precios en una economía de mercado
es un elemento primordial para restablecer el equilibrio en los mercados.
En su inuyente obra A Monetary History of the United States, 1867-
1960, M. Friedman y A. Schwartz (1963) vienen a a corroborar empíricamente
un hecho conocido ya desde los escritos de D. Hume y es que la cantidad de
dinero y la producción real se mueven de forma conjunta en el tiempo y
por tanto a lo largo de todos los ciclos3 se observa que la política monetaria
3Y especialmente en las recesiones de 1920, 1931, 1937 y la desinación de Volcker en
1981.
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restrictiva es anterior a la caída del output real, esto es, existía una clara
correlación entre variaciones en la cantidad de dinero y en el PIB nominal.
En general el comportamiento del ciclo americano y de otros países daba
soporte al punto de vista de que las variaciones en la cantidad de dinero eran
importantes para explicar las expansiones y las recesiones en la actividad
económica, (en EEUU se acuñó la frase recessions made the Fed).
La cuestión de la causalidad dinero-output, tema latente enMacroeconomía,
fue contestada desde la posición keynesiana por Tobin en el trabajo Money
and Income: Post Hoc Ergo Propter Hoc? (1970), en el que señala que la
mera correlación no tiene porqué implicar causalidad y como veremos, más
recientemente, los defensores del Ciclo Económico Real han defendido que
las variaciones en la cantidad de dinero no son importantes para explicar
las uctuaciones cíclicas. Desde el punto de vista econométrico, Sims (1972)
presenta evidencia que apoya el punto de vista monetarista, el dinero causa
el output, aunque posteriormente al añadir el tipo de interés al sistema VAR
estimado (con las siguientes variables, log Y, log P, log M) se reduce consid-
erablemente la variación de la producción explicada por las innovaciones en
la cantidad de dinero.
El problema desde el punto de vista clásico con precios exibles en todos
los mercados es que el dinero es neutral, esto es, es incapaz de afectar al
output y sus variaciones se trasladan únicamente al nivel de precios, esto es,
el output es independiente del nivel de precios y con la Teoría Cuantitativa del
dinero como función de demanda agregada, la cantidad de dinero únicamente
sirve para determinar el nivel de precios.
Friedman resuelve este problema modicando el modelo clásico utilizando
el supuesto de información imperfecta entre los individuos, lo que genera a
una curva de oferta agregada que combina el corto con el largo plazo. El
modelo de Friedman conocido como  The Mispercepcions modelo modelo
de percepciones erróneas, asume que la oferta de trabajo depende del salario
real esperado. El nivel de precios esperado depende de los niveles de pre-
cios pasados en lo que se conoce como el supuesto de expectativas de tipo
adaptativo.
A partir de las curvas de oferta y demanda de trabajo, función de pro-
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ducción, equilibrio en el mercado de trabajo y expectativas adaptativas para
el nivel de precios, y expresadas en logaritmos, podemos determinar la curva
de oferta agregada a corto plazo.
ns = (wt   pet )
wt   pt = ln(1  )  ndt
yt = ln(1  ) + (1  )ndt
ndt = n
s
t
pet = pt 1
donde wt es el salario nominal, pt es el nivel de precios, yt es el nivel de pro-
ducción, ndt es la demanda de trabajo, n
s
t es la oferta de trabajo, expresadas
en logaritmos.
La función de oferta agregada viene dada por:
yt = ln(1  )

1 +
(1  )
1 + 

+
(1  )
1 + 
(pt   pet ) ((1.1))
El supuesto fundamental es que la demanda de trabajo depende del salario
real efectivo mientras que la oferta de trabajo depende del salario real esper-
ado.
Veamos la importancia del supuesto de información imperfecta entre los
agentes económicos para comprender porqué el modelo genera este tipo de
resultado. Una expansión monetaria eleva el nivel de precios, sin embargo,
las diferencias de información sobre el nuevo nivel de precios provocan efectos
reales sobre los niveles de empleo y producción. Mientras que las empresas
sí conocen o tienen información perfecta sobre el nuevo nivel de precios,
los trabajadores no, sólo revisan sus expectativas sobre el nivel de precios
cuando ha pasado un periodo. El aumento en el nivel de precios disminuye
el salario real pagado por las empresas, sin embargo los trabajadores creen
erróneamente que el nivel de precios permanece constante y aunque sí ha
subido su salario nominal, sobreestiman el salario real que realmente perciben
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porque están subestimando la subida real en el nivel de precios. La caída
en el salario real es lo que provoca el aumento en los niveles de empleo y
producción por encima de sus valores de equilibrio a largo plazo.
En suma, la demanda de trabajo por parte de las empresas depende del
salario real que es conocido en cualquier momento, mientras que la oferta
de trabajo por parte de las economías domésticas depende del salario real
esperado y éste es función del nivel de precios que se ajusta con cierto retardo
en el tiempo debido al supuesto de expectativas adaptativas.
Conforme las economías domésticas van ajustando sus expectativas sobre
el nivel de precios se percatan de que su salario real no ha aumentado, sino
todo lo contrario, con lo cual la curva de oferta de trabajo se desplaza en
sentido ascendente. A largo plazo y en ausencia de perturbaciones monetarias
adicionales, la economía vuelve a su nivel de equilibrio a largo plazo con un
nivel de precios permanentemente más alto.
En el gráco 1.2. vemos la cuestión anterior. La oferta de trabajo se
desplazaría desde S0(W0=P0) a S0(W1=P0), porque los salarios nominales au-
mentan pero el nivel de precios percibido por los individuos no lo hace. Esto
aumenta el empleo y la producción a corto plazo. Cuando las expectativas
se ajusten, el equilibrio nal estará en el punto E1 donde el salario real per-
manece constante y la política monetaria expansiva sólo ha conseguido elevar
el nivel de salario nominal y el nivel de precios.
Laidler (1976) presenta un modelo que resume las ideas monetaristas
sobre el ciclo económico. Si a la curva de oferta agregada (1.1) le añadimos
una curva de demanda agregada podremos determinar el nivel de precios y
la producción. Demostraremos que un cambio en la tasa de crecimiento de la
oferta monetaria nominal conduce a corto plazo a un aumento en la tasa de
crecimiento del output real, pero a largo plazo, dicha tasa de crecimiento es
nula, esto es el output vuelve a su tendencia de crecimiento de largo plazo.
Adicionalmente, el modelo es capaz de producir uctuaciones cíclicas en la
tasa de crecimiento del output.
La curva de demanda agregada viene dada por la Teoría Cuantitativa,
en la que hemos supuesto que la velocidad de circulación es constante, el
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output potencial crece a una tasa media, g; exógenamente determinada por
el progreso tecnológico y las expectativas son adaptativas sobre la tasa de
inación.
mt = pt + yt ((1.2))
yt   yt = (pt   pet )  > 0 ((1.3))
et = t 1
yt = y0 + gt
Diferenciando (1.2) y (1.3), el modelo en tasas de crecimiento viene expresado
como:
mt = pt +yt ) _mt = t + _yt ((1.4))
(yt   yt) = (pt   pt 1   (pet   pt 1)) ( > 0)
Por tanto, la oferta agregada queda como:
yt  yt = (t  t 1)
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_yt   g = (t   2t 1 + t 2) ((1.5))
Del sistema de dos ecuaciones (1.4) y (1.5) podemos deducir la dinámica
para la tasa de crecimiento del PIB y para la tasa de inación. Despejando
la tasa de inación en la ecuación de DA e introduciéndola en la de oferta
con sus retardos correspondientes.
_yt   g = ( _mt   _yt   2( _mt 1   _yt 1) + _mt 2   _yt 2)
(1 + ) _yt   2 _yt 1 +  _yt 2 = g + ( _mt   2 _mt 1 + _mt 2)
_yt   2
1 + 
_yt 1 +

1 + 
_yt 2 =
1
1 + 
g +

1 + 
(1  2L+ L2) _mt
Haciendo  = 
1+
< 1 y por tanto 1
1+
= 1  :
_yt   2 _yt 1 +  _yt 2 = (1  )g + ( _mt   2 _mt 1 + _mt 2)
De forma análoga podemos demostrar que la dinámica para la tasa de in-
ación viene dada por:
t   2t 1 + t 2 = (1  )( _mt   g)
Las dos ecuaciones lineales de segundo orden son estables ya que verican
las condiciones de estacionariedad, por tanto, a largo plazo el modelo es
convergente hacia sus valores de equilibrio a largo plazo; además, el modelo
a corto plazo es oscilante, ya que el discriminante de la ecuación característica
es negativo.
 = 4(  1) < 0
Si la tasa de crecimiento sigue el siguiente proceso dinámico de paseo aleato-
rio, una perturbación aleatoria tiene un efecto permanente en la tasa de
crecimiento monetario.
_mt+i = _mt+i 1 + "t+i : 8i  0
Esto es, una perturbación que eleve la tasa de crecimiento monetario, eleva
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la tasa de crecimiento del output y la tasa de inación a corto plazo.
La solución para cada una de las variables viene dada por:
_yt = K1
t
1 +K2
t
2 +
(1  2L+ L2)
(1  2L+ L2) _mt
t = K1
t
1 +K2
t
2 +
1  
(1  2L+ L2) _mt
Los dos primeros sumandos nos generan la dinámica para cada una de las
variables, mientras que el tercero nos da la solución de largo plazo.
Los multiplicadores de impacto o a corto plazo de un aumento en la tasa
de crecimiento monetario vienen dados por:
@ _yt
@"t
=  > 0 :
@t
@"t
= 1   > 0
Esto es, una perturbación que eleve la tasa de crecimiento monetario, eleva
la tasa de crecimiento del output y la tasa de inación a corto plazo.
Para calcular los resultados a largo plazo, podemos expresar la parte de la
solución que nos genera el largo plazo en función de las raíces de la ecuación
característica para cada una de las variables, de tal forma que:
_yt+j =
(1  2L+ L2)
1   2
"
1
1X
i=0
i1 _mt+j i   2
1X
i=0
i2 _mt+j i
#
: 8j  i
t+j =
1  
1   2
"
1
1X
i=0
i1 _mt+j i   2
1X
i=0
i2 _mt+j i
#
: 8j  i
A largo plazo:
l{m
j!1
@ _yt+j
@"t
= 0 : l{m
j!1
@t+j
@"t
= 1
En suma, el output retorna a su senda tendencial de crecimiento y la
perturbación monetaria sólo tiene efectos a corto plazo sobre la producción
real, mientras que la tasa de inación se eleva de forma permanente en la
misma cuantía que la perturbación monetaria ocurrida en la oferta monetaria
nominal.
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1.6. El modelo de R.E. Lucas.
Los años 60 fueron una época de gran optimismo para los macroeconomis-
tas. Asentado rmemente el modelo keynesiano, al que se le había añadido
una curva de Phillips (1958) que expresaba la relación inversa y estable a
corto y largo plazo entre la variación de los salarios nominales o inación de
salarios y la tasa de desempleo, el único dilema de política económica era
determinar qué relación inación-desempleo se deseaba alcanzar como obje-
tivo de política económica. Las políticas de gestión de la demanda agregada
parecía que habían hecho desaparecer los ciclos económicos tal y como mues-
tra el título del volumen de Bronfenbrenner (1969), Is the Business Cycle
obsolete?.
Sin embargo, desde el punto de vista metodológico el principal defecto
del modelo keynesiano era la ausencia de consistentes fundamentos micro-
económicos basados en el comportamiento optimizador de los agentes económi-
cos. Por contra, la teoría del equilibrio competitivo sí hace posible estudiar
el comportamiento de variables agregadas a partir del comportamiento opti-
mizador de los individuos, y por tanto se deben rechazar aquellas teorías que
aún pudiendo generar sendas cíclicas para las variables del modelo no están
fundamentadas en los principios básicos de la Microeconomía. La crítica de
Lucas al modelo keynesiano y a sus aplicaciones econométricas se plasma en
su conocido trabajo Econometric policy evaluation: A critique(1976).
En concreto, comienzan a tenderse los puentes entre la Microeconomía y
la Macroeconomía.
Las aportaciones de Friedman (1968) y Phelps (1968) demuestran la in-
consistencia de la curva de Phillips, aseverando que a corto plazo existe dicha
relación pero a largo plazo el desempleo es totalmente independiente de la
tasa de inación. Lucas (1976) refuerza este punto de vista desde un án-
gulo diferente, las ecuaciones de comportamiento keynesianas son incapaces
de evaluar correctamente los cambios en la política económica, esto es, las
expectativas sobre la política económica futura inuyen en las decisiones que
toman hoy los agentes económicos y por tanto alteran los parámetros de
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las ecuaciones de comportamiento del modelo keynesiano; el cambio en los
parámetros estructurales del modelo cuando éste se somete a cambios en las
variables exógenas o de política invalida los resultados de los modelos key-
nesianos estructurales que forjaron la macroeconometría a partir de los años
50.
El debate keynesiano-monetarista se extiende durante la década de los
70, pero con una gran diferencia, el supuesto de expectativas adaptativas
es suplantado por el supuesto de expectativas racionales y el análisis de los
shocks monetarios centra el debate a nivel académico.
Sin embargo, la denominada Revolución de las Expectativas Racionales4
o el nacimiento de la Nueva Macroeconomia Clásica no supuso una derrota de
los economistas keynesianos. Los debates en EEUU entre los denominados
economistas de agua dulce, neoclásicos, y los economistas de agua salada,
keynesianos5, estaba basado sobre si los precios se ajustaban rápidamente o
por contra la existencia de determinadas rigideces en los mercados de bienes
o de trabajo era el marco apropiado para estudiar los efectos de la política
monetaria.
La gura sobresaliente entre los nuevos economistas clásicos es R. E.
Lucas6, que recoge el testigo de Friedman y elabora un modelo similar al
monetarista en el que la información imperfecta juega un papel predomi-
nante; como tendremos ocasión de comprobar, la introducción del supuesto
de expectativas racionales genera conclusiones radicales sobre el efecto de las
perturbaciones monetarias sobre las variables reales.
El denominado modelo de islasde Lucas (expresión acuñada por Phelps)
4Para una aproximación metodológica a la Nueva Macroeconomía Clásica puede con-
sultarse Usabiaga Ibáñez y OKean Alonso (1994).
5Los términos saltwater economist (economistas de agua salada) y freshwater econo-
mist (economistas de agua dulce) para diferenciar las dos corrientes dominantes en el pen-
samiento macroeconómico aparecen por primera vez en un artículo de R.E. Hall (1976).
Con estos términos se alude a que los economistas keynesianos se encuentran concentrados
en el este y oeste costero de EEUU (Yale, Princeton, Berkeley, Harvard) mientras que los
economistas de corte clásico se encuentran en la zona de los Grandes Lagos (Chicago,
Rochester, Minnesota).
6Al igual que sucede con Keynes, las referencias bibliográcas sobre R.E. Lucas son
extensas. Una selección de sus artículos más citados se encuentra en la obra Studies in
Business-Cycle Theory (1981) y una valoración de sus aportaciones en el artículo de V.V.
Chari (1998).
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se basa en el supuesto de información imperfecta de tal forma que los agentes
conocen el precio del bien que producen pero desconocen el nivel de precios
agregado. A diferencia del modelo de Friedman, los individuos tienen expec-
tativas racionales.
En el desarrollo de la explicación de la aportación de Lucas (1972) seguimos
el enfoque de Romer (2002, cap 6) y Blanchard y Fischer (1989, cap 7), y
que fue bautizada por Phelps (1990) como la versión down-to-earth7.
El modelo supone n mercados competitivos, donde la demanda de cada
bien puede verse afectada por dos tipos de perturbaciones: un shock mone-
tario agregado que afecta al conjunto del sistema y un shock especíco a cada
mercado. La respuesta óptima de cada individuo es muy diferente ante cada
tipo de perturbación, sin embargo, cada individuo no dispone de suciente
información para distinguir uno de otro, esto es, se conoce el precio del pro-
pio bien que cada islaproduce pero tiene información imperfecta a priori
sobre el nivel de precios, conocido sólo en el momento de su realización. Este
es el conocido problema de extracción de señal.
En el modelo, la oferta de trabajo individual depende del precio relativo
del bien en términos del nivel agregado de precios, expresión que se obtiene
a partir del clásico problema de maximización de la utilidad de un individuo
en el que se enfrenta a dos restricciones, la temporal y la presupuestaria.
Lo importante es que la oferta de trabajo aumentará sólo si el aumento en
el precio observado por el oferente i-ésimo es mayor que el nivel general de
precios, esto es, el individuo sólo estará dispuesto a trabajar más, sustituir
tiempo de ocio por horas de trabajo, si la retribución del bien que produce
ha aumentado en términos relativos, en relación al aumento del nivel general
de precios.
Ni = NE

Pi
P
 1
 1
donde    1 es la elasticidad de la desutilidad marginal de las horas traba-
jadas. Dado que no existe información perfecta, la oferta de cada uno de
los bienes producidos en cada isladepende del valor esperado que tome el
precio relativo, o lo que es lo mismo la forma de la función de oferta agregada
7Así lo cita Arnold, L (2002), pag 51.
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viene dada en logaritmos por:
ni = n+
1
   1E(pi   p) = n+
1
   1(pi   p
e)
yi = y +
1
   1(pi   p
e)
donde ri es el precio relativo del bien en logaritmos y pi y pe son el precio
del bien ofrecido por cada isla y el nivel de precios esperado respectiva-
mente. Este viene dado por la esperanza matemática para el nivel de precios,
condicionado a la información que dispone cada individuo en el momento de
realizar la predicción, esto es, pet = E(p jI) :
pi = p+ ri
Se asume que el nivel de precios y el precio relativo vienen dados por las
siguientes características:
p  N(E(p); 2p) : ri  N(0; 2r) : Cov(p; ri) = 0
Los supuestos relativos a las distribuciones de p y ri permiten deducir además:
Cov(p; pi) = 
2
p : pi  N(E(p); 2p + 2r)
El problema al que se enfrenta cada isla es estimar el nivel de precios,
utilizando la información que dispone sobre pi. En primera instancia po-
dría estimar el nivel de precios a partir de su media incondicional E(p), sin
embargo, puede mejorar la predicción sobre el nivel de precios utilizando
la información que dispone sobre su propio precio; en suma, cada isla se
enfrenta al problema de estimar E(p jpi). El conocimiento de las varian-
zas es importante para mejorar la estimación. Por ejemplo, supongamos que
2p = 5
2
r; entonces si observamos un precio para el bien i-ésimo alto, tenemos
que:
V ar(pi) = 
2
p + 
2
r = 6
2
r =
6
5
2p
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Esto es, la variabilidad relativa del nivel de precios con respecto a la variabil-
idad del precio del bien es 5/6 mientra que la variabilidad del precio relativo
es sólo 1/6 de la variabilidad del precio de cada bien, con lo cual sería razon-
able asumir que la mayor parte de la observación de un alto precio para pi
se debe a la realización de p y no del precio relativo. De esta forma, las vari-
anzas relativas nos ofrecen una forma más precisa de ponderar la estimación
del nivel de precios condicionado.
El supuesto de expectativas racionales implica en este contexto que:
pe = E(p jI) = E(p jpi)
donde el conjunto de información disponible I para cada individuo viene
dada por el precio del bien que produce.
Dados los supuestos enunciados y el hecho de que si dos variables siguen
una distribución normal entonces su distribución conjunta es normal también,
la mejor predicción lineal que podemos realizar del nivel de precios viene dada
por:
E(p jpi) = + pi
La mejor estimación insesgada de los parámetros implica minimizar el error
cuadrático medio con respecto a los parámetros  y :
minE [p  E(p jpi)]2
La estimación mínimo cuadrática de los parámetros viene dada por:
b = E(p)  bE(p) : b = Cov(p; pi)
V ar(pi)
=
2p
2p + 
2
r
pe = E(p jpi) = E(p) +
2p
2p + 
2
r
(pi   E(p))
Sustituyendo en la función de oferta de trabajo o en la función de oferta
obtenemos la conocida función de de oferta de Lucas en las que el output
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responde a diferencias entre el nivel de precios y el nivel esperado de precios.
yi   yi = 1
   1(pi   E(p) 
2p
2p + 
2
r
(pi   E(p))
y agregando para el conjunto de todos los individuos:
y   y = (p  E(p)) :  = 1
   1
2r
2p + 
2
r
Claramente, la producción se desvía de su nivel normal cuando existen sor-
presas de precios, esto es, el nivel de precios efectivo en un periodo es distinto
del nivel de precios esperado.
Si cerramos el modelo con una ecuación de demanda, por ejemplo, la
ecuación derivada de la Teoría Cuantitativa, podemos ver que sólo las sor-
presas monetarias tienen efectos a corto plazo en el output, esto es, cambios
no anticipados por los individuos, que les hacen confundir cambios en el
precio del bien que ofrece con cambios en el nivel general de precios. Por
contra, cualquier cambio predecible, anticipado y anunciado que sea creible
no tendrá efectos ni a corto ni a largo plazo sobre el nivel de output.
Dado que:
m = p+ y
La solución para el nivel de producción es:
y   y = (m  y   E(m)  y)
y = y +

1 + 
(m  E(m)) ((1.6))
Esto es, la producción uctúa alrededor de su nivel potencial debido a los
cambios no esperados en la oferta monetaria o sorpresas monetarias, denidas
como la diferencia entre la oferta monetaria en un periodo y la estimación
de la misma realizada por los agentes económicos. De esta forma, cambios
anunciados y creíbles de la política monetaria no afectarían al PIB y sólo la
inación no anticipada, no esperada, puede provocar cambios en las horas
trabajadas y en la producción al confundir a los individuos en su estimación
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sobre el precio relativo de los bienes.
Varias conclusiones pueden obtenerse del modelo.
En primer lugar, si deseamos minimizar la amplitud de las uctuaciones
del output los bancos centrales deben seguir una regla monetaria e intentar
cumplirla por todos los medios; en segundo lugar, el proceso de ajuste del
output hacia su nivel normal es rápido (dura un periodo) ya que cuando los
individuos observan el nivel de precios realizado comprueban si se ha pro-
ducido alguna discrepancia entre el nivel de precios y el estimado por ellos,
ajustando rápidamente su oferta de horas al nuevo nivel de precios relativos;
en tercer lugar, el banco central podría reducir la tasa de inación con sólo
anunciar y llevar a cabo una política monetaria de carácter restrictivo sin
provocar una recesión, simplemente se produciría un ajuste en los precios
pero no afectaría a la producción; en cuarto lugar, las políticas contracícli-
cas que hagan depender la oferta monetaria nominal de otros indicadores o
variables económicas no tienen efecto sobre el output ya que los parámet-
ros estructurales de dichas políticas son anticipados por los individuos, sólo
componentes impredecibles o no anticipados provocarán sorpresas de pre-
cios (ésta es la conocida proposición de inefectividad de Sargent y Wallace,
(1975)) y nalmente el efecto de la sorpresa monetaria sobre el output de-
pende de las varianzas respectivas del precio relativo y del nivel general de
precios lo que a su vez depende de la variabilidad en el pasado de la política
monetaria y por ende de la credibilidad pasada del banco central. Si por
ejemplo 2p ha sido tradicionalmente alta, la función de oferta agregada es
vertical y los individuos no varían sus horas de trabajo ya que estiman que
lo que de verdad está ocurriendo es que cuando observan una subida en cada
precio individual pi, interpretan que realmente están subiendo todos los pre-
cios de la economía. y por tanto el efecto de la política monetaria sobre la
producción es prácticamente nulo.
Tanto el modelo monetarista como el modelo de Lucas, basados en la
información asimétrica no son lo sucientemente convincentes para poder ser
considerados explicaciones plausibles del ciclo económico. En primer lugar el
supuesto de información asimétrica o imperfecta sobre el nivel agregado de
precios es difícil de justicar en una economía moderna; en segundo lugar,
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el modelo con expectativas racionales no puede explicar la autocorrelación
positiva en el nivel de producción que se observa en las series de PIB; en tercer
lugar, sería fácil hacer descender la tasa de inación desde cualquier nivel
arbitrariamente alto sin provocar una recesión, esto es, la tasa de sacricio
implícita en el modelo es cero, lo cual también está en contra de la evidencia
empírica.
Finalmente, podemos resaltar tres estudios econométricos que intentaron
dilucidar si sólo las sorpresas monetarias pueden afectar a la producción.
El primer estudio econométrico sobre el papel que juega el componente no
anticipado de la política monetaria se debe a Barro (1978) el cual predice que
hay evidencia a favor del modelo. En primer lugar, estima una regresión para
el crecimiento de M1 e identica los residuos de la misma como el componente
no anticipado de la política monetaria. Seguidamente explica el PNB real a
partir del valor corriente y pasado de dichos residuos. El resultado es que los
coecientes son altamente signicativos. Al realizar la misma regresión pero
reemplazando el componente no observable por el observable los resultados
no son tan claros.
Mishkin (1982) realiza una regresión similar pero uniendo los dos com-
ponentes en la estimación y sólo el componente no anticipado corriente es
signicativo mientras que los coecientes para el componente anticipado son
en general signicativos estadísticamente y cuantitativamente mayores.
Finalmente, Boschen y Grossman (1982) se centran en la informaciones
preliminar que suministra la Reserva Federal sobre los agregados monetarios,
información que es posteriormente revisada. Si la hipótesis del modelo New
Classical fuese cierta, el avance en la información no tendría ninguna impor-
tancia pero sí la revisión la misma. De nuevo, sus estimaciones estiman lo
contrario, la información conocida antes de ser revisada tiene una inuencia
signicativa en el PNB, mientras que las revisiones hechas a posteriori no
son importantes.
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1.7. Modelos keynesianos con rigideces
nominales.
La insatisfacción para ofrecer una explicación plausible a partir del en-
foque de equilibrio abanderado por los economistas de corte clásico condujo
rápidamente al desarrollo de modelos dinámicos en los que el supuesto fun-
damental en el que estaban basados era la rigidez de precios y/o salarios,
aunque participaban de dos elementos comunes: explicar las uctuaciones
del output a partir de cambios en la cantidad de dinero, en suma, a cambios
en la demanda agregada y la utilización de expectativas racionales.
El mecanismo de transmisión de la política monetaria afecta al output de-
bido a que mientras los salarios permanezcan constantes a un nivel prejado,
el aumento en el nivel de precios conduce a una disminución en el salario
real que aumenta la demanda de trabajo. La lenta respuesta de salarios y/o
precios ante cambios en la demanda da lugar a que en el proceso de ajuste
o transición, el output se vea afectado por dichos cambios, con lo cual tam-
poco podemos esperar ningún tipo de variación conjunta entre salario real y
empleo en respuesta a las perturbaciones de demanda.
Las implicaciones de la rigidez de salarios y precios en modelos de equi-
librio general fue explorada en los años 70 en lo que se llegó a denominar
Macroeconomía del desequilibrio o Macroeconomía con precios jos. Este
enfoque acabó paulatinamente siendo abandonado básicamente debido a la
ausencia de microfundamentos y a las ambigüedades que surgían al computar
los efectos de las perturbaciones de demanda sobre las variables relevantes ya
que los resultados dependían críticamente de los supuestos realizados sobre
las reglas de racionamiento que operaban en cada mercado.
El cambio de estrategia comenzó por especicar explícitamente las im-
perfecciones en los mercados e intentar derivar dichas rigideces a partir del
comportamiento óptimo de los agentes económicos. El aspecto crucial es jar
la forma especíca en que las reglas de jación de precios son adoptadas por
aquéllos que tienen capacidad para hacerlo, pudiendo distinguir dos tipos
de enfoques: reglas de jación de precios dependientes del tiempo (time de-
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pendent rules) o dependientes del estado de alguna variable especíca (state
dependent rules).
Dentro de las primeras podemos o bien suponer que los salarios y/o los
precios son cambiados a intervalos jos de tiempo, habitualmente cuando los
contratos expiran o bien suponer que el precio es predeterminado para una
intervalo de tiempo dado esto es, el precio es jo y además constante durante
varios periodos.
Como tendremos ocasión de observar repetidamente, el grado de persis-
tencia de los shocks monetarios depende mucho de la sincronización en la
revisión de los salarios y/o los precios.
1.7.1. Un modelo sencillo de referencia con jación de
salarios sincronizada.
El modelo más sencillo de jación de precios supone que la jación de
salarios es simultánea, esto es, todos los individuos negocian su salario en el
mismo periodo de tiempo y para un solo periodo futuro, de tal forma que su
objetivo sea conseguir un salario real constante.
Las ecuaciones del modelo son la curva de demanda agregada, una curva
de oferta agregada y el mecanismo que liga los salarios nominales con el nivel
de precios esperado para el periodo en el cual se harán efectivos, esto es,
los salarios se negocian al principio del periodo t y el nivel de precios no es
observable para dicho periodo aún.
yt = mt   pt
yt =
  1

(wt   pt) ((1.7))
wt = Et 1pt
La oferta agregada, ecuación (1.7) se deriva a partir del comportamiento
optimizador de una empresa representativa. Un modelo estático y sencillo
que parta del supuesto convencional de que las empresas maximizan sus
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benecios, y cuentan como restricciones, tanto la tecnología disponible como
la demanda de bienes nos permite deducir la oferta agregada en función
del salario real. La función de producción es del tipo Cobb-Douglas con
rendimientos constantes a escala y a corto plazo, K = K = 1 mientras que
la función de demanda tiene elasticidad precio de la demanda constante ()
y mayor que la unidad.
Max PY  WN
s:a: P = f(Y ) = Y   : ( > 1) : Y = N1  : (0 <  < 1)
d
dY
=
   1

Y  
1
   W
1  Y

1  = 0) P = 
   1
W
1  Y

1 
Y en logs:
yt =  1  

(wt   pt)  ln 
   1 + ln(1  )
La ecuación de jación de salarios o de negociación de los mismos se basa en
el supuesto de que los individuos desean conseguir un salario real, en valor
esperado, aproximadamente igual a 18.
$ = 1 = Et 1

Wt
Pt

) ln 1 = lnWt + lnEt 1P 1t 
 lnWt + Et 1 lnP 1t = wt   Et 1pt = 0
La perfecta sincronización en la jación o negociación de todos los salarios,
hace que la solución para el output venga dada por:
yt = (1  )(mt   Et 1mt) ((1.8))
Esto es, al igual que en el modelo con información asimétrica de Lucas
sólo cambios no anticipados en la oferta monetaria afectan a la producción,
aunque el mecanismo de transmisión es diferente. En este caso, una sorpresa
monetariapositiva que suceda cuando los salarios han sido jados, eleva el
8Dada la desigualdad de Jensen y la concavidad estrica de la función ln realmente se
verica:
lnEt 1P 1t > Et 1 lnP
 1
t
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nivel de precios, permitiendo que el salario real efectivo sea inferior al de-
seado y por tanto, la demanda de trabajo, la producción y el empleo sean
mayores. Sin embargo, este efecto dura un solo periodo, ya que cuando al
siguiente periodo los salarios se vuelven a jar, los agentes tendrán en cuenta
el nivel de precios más alto, los salarios nominales subirán y la producción
retornará a su nivel normal.
Este tipo de modelización predice un comportamiento contracíclico de los
salarios reales ante una expansión monetaria no anticipada si ésta es llevada
a cabo en el intervalo temporal entre los ajustes de salarios. Dunlop (1938) y
Tharsis (1939) ya hicieron esta observación a Keynes, que está en contra del
hecho contrastado de que la correlación entre salarios reales y producción es
positiva.
1.7.2. El modelo de Fischer (1977).
Ampliemos el modelo anterior e introduzcamos la siguiente variante con
el n de generar más persistencia en el output ante una perturbación mon-
etaria. Ahora la negociación de salarios no es simultánea, es decir, no está
sincronizada en el tiempo. Podemos dividir a los trabajadores en dos grupos
de igual tamaño, en el que el primero negocia su salario al principio del pe-
riodo t   1 para los periodos t   1 y t, mientras que el segundo negocia su
salario al comienzo del periodo t para los periodos t y t+1. Cada grupo ne-
gocia su salario con el objetivo de alcanzar un salario real esperado constante,
exactamente igual que en el modelo anterior.
Con este esquema, los salarios tienen un perl escalonado. Podemos
suponer además que los trabajadores negocian un salario distinto para cada
uno de los periodos.
En este caso, los salarios vienen predeterminados para dos periodos y
como demostraremos las perturbaciones monetarias pueden afectar al output
durante más de un periodo.
El modelo de oferta-demanda agregada, viene dado por las ecuaciones
siguientes.
A partir de la demanda agregada, la oferta agregada y la jación escalon-
38
ada en los salarios, tenemos que:
yt = mt   pt
yt =
  1


weft   pt

w
(t 1)
t = wt 1 = Et 2pt : w
(t)
t = wt = Et 1pt
Donde w(t 1)t es el salario negociado en t   1 y que estará en vigor hasta
el periodo t para la mitad de los trabajadores y weft es el salario nominal
medio efectivo en el momento t. Este puede determinarse como una media
geométrica de los salarios de los dos grupos, esto es9:
weft = lnW
ef
t = ln
h
W
(t 1)
t W
(t)
t
i1=2
=
1
2

w
(t 1)
t + w
(t)
t

=
1
2
(wt 1 + wt)
En el momento t tendremos dos tipos vigentes de salarios, wt que es el
percibido por aquellos trabajadores que negociaron su salario al comienzo
del periodo t y w(t 1)t 1 que fue el salario negociado por el resto al principio
del periodo t  1.
Téngase en cuenta que cuando se negocian los salarios, al principio de
cada periodo, el nivel de precios para dicho periodo no es observable; de esta
forma, dado que el objetivo de la negociación es mantener un salario real en
términos esperados, la relación entre salario negociado y nivel de precios (en
logs) viene dada por:
w
(t 1)
t = Et 2pt : w
(t)
t = wt = Et 1pt
Resolviendo para las expectativas en cada periodo, el nivel de precios
viene dado por:
pt =
(1 + )
1 + 
mt +
(1  )
1 + 
Et 1mt +
1  
1 + 
Et 2mt
9Utilizamos esta expresión para la media de los salarios para mantener la estructura
de la ecuación lineal en logaritmos.
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Mientras que la solución para el output viene dada por:
yt =
(1  )
1 + 
(mt   Et 1mt) + 1  
1 + 
(mt   Et 2mt)
La producción se desvía de su nivel normal si se producen sorpresas mon-
etarias entre el instante en el que se jan los salarios y el momento de la
renegociación de los mismos.
Supongamos ahora que la oferta monetaria nominal viene dada por el
siguiente proceso autorregresivo, en el que como sabemos un shock aleatorio
eleva de forma permanente la oferta monetaria nominal. Deseamos calcular
los efectos de una perturbación monetaria, "t sobre la producción
mt = mt 1 + "t ) mt   Et 1mt = "t
La solución para el output en función de las perturbación monetaria no es-
perada es:
yt =
(1  )
1 + 
"t +
1  
1 + 
("t + "t 1)) yt = (1  )"t + 1  
1 + 
"t 1
En este caso sencillo, el efecto de la política monetaria sobre la producción
dura exactamente dos periodos.
@yt
@"t
= 1   : @yt+1
@"t
=
1  
1 + 
:
@yt+i
@mt
= 0 8i  2
De manera análoga podemos proceder para ver el efecto sobre el nivel de
precios. El aumento en la oferta monetaria eleva de forma permanente el
nivel de precios a largo plazo.
@pt
@"t
=  :
@pt+1
@"t
= +
(1  )
1 + 
=
2
1 + 
:
@pt+i
@mt
= 1 8i  2
El salario real efectivo en el momento t, tiene la expresión siguiente:
weft   pt =

  1yt =  "t  
1
1 + 
"t 1 < 0
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El resultado demuestra que la política monetaria expansiva provoca una caída
en el salario real medio, y que recae sobre el grupo de trabajadores que aún
no ha renegociado su salario.
Consideremos ahora el papel de la política de estabilización ante una
perturbación de demanda. La curva de demanda agregada viene dada ahora
por:
yt = mt   pt + t
Si el banco central sigue una política pasiva con respecto al control de la
oferta monetaria, entonces mt = m+ "mt :
La solución para el nivel de producción es:
yt =
(1  )
1 + 
(mt + t   Et 1(mt + t)) + 1  
1 + 
(mt + t   Et 2(mt + t))
Si la perturbación de demanda sigue un paseo aletario:
t = t 1 + "ut
yt =
(1  )
1 + 
(t   Et 1t)) + 1  
1 + 
(t   Et 2t) = (1  )"ut + (1 + )"ut 1
La varianza de la producción en este caso es:
V ar(yt) =

(1  )2 + (1 + )22"u ((1.9))
Supongamos ahora que el Banco Central sigue una política anticíclica,
consistente en variar la oferta monetaria en sentido opuesto al nivel de pro-
ducción, esto es, si observamos que éste cayó en el periodo anterior, el Banco
Central aumentaría la oferta monetaria según la regla lineal:
mt =  yt 1 :  > 0
yt =
(1  )
1 + 
( yt 1+t Et 1( yt 1+t))+1  
1 + 
( yt 1+t Et 2( yt 1+t))
1 +
(1  )
1 + 

yt = (1  )"ut + (1 + )"ut 1
41
De tal forma que la volatilidad de la producción es ahora:
V ar(yt) =
[(1  )2 + (1 + )2]
1 + (1 )
1+
2 2"u ((1.10))
comparando (1.9) y (1.10) observamos que ésta es es sustanticalmente infe-
rior a la obtenida cuando el Banco Central seguía una política pasiva con
respecto a la oferta monetaria, con lo cual ya no se verica la proposición
de inefectividad de Sargent y Wallace y la política monetaria contracíclica es
ecaz para disminuir las uctuaciones de la producción.
1.7.3. El modelo de Taylor.
J.B. Taylor (1979) amplía la modelización de Fischer al incorporar el he-
cho de que los salarios nominales son jados y mantenidos constantes durante
relativamente largos periodos de tiempo. Además el salario deseado no de-
pende únicamente del nivel de precios sino que también se ve inuido por
el nivel de actividad económica. Cuando combinamos ambas características
junto al hecho de que los contratos se negocian de manera escalonada, la
persistencia en el output de una perturbación monetaria es mucho mayor y
su efecto no sólo se circunscribe a los periodos entre negociaciones salariales.
De nuevo dividimos a la fuerza de trabajo en dos grupos. Uno de ellos
ja el mismo nivel salarial al nal del periodo t   2 para el periodo t   1 y
para el periodo t, mientras el otro grupo lo ja al nal del periodo t  1 para
los periodos t y t+ 1. La demanda agregada, como es usual:
yt = mt   pt
El bloque de oferta agregada viene dado por las siguientes ecuaciones:
pt = wt   ut = 1
2
(w
(t 2)
t + w
(t 1)
t )  zt =
1
2
(wt + wt 1)  zt ((1.11))
wt =
1
2

wdt + Etw
d
t+1)

((1.12))
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wdt = pt + ayt : (0 < a < 1) ((1.13))
w
(t 2)
t 1 = w
(t 2)
t = wt 1 : w
(t 1)
t = w
(t 1)
t+1 = wt ((1.14))
El salario medio wt en (1.11) puede interpretarse como una media ge-
ométrica de los niveles salariales negociados en momentos anteriores y que
por tanto están vigentes en el periodo t. El salario real medio permanece con-
stante (en ausencia de shocks de productividad) ya que asumimos pt = wt o
lo que es lo mismo la función de producción utilizada en el problema de op-
timización implícito es del tipo Y = ZN y por tanto P = 
 1
W
Z
: La variable
Z es por tanto una perturbación a la oferta agregada.
En segundo lugar, el salario negociado y jado en cada momento, wt en
(1.12) es una media aritmética aritmética simple del salario deseado para ese
momento y del nivel salarial deseado y esperado para el próximo periodo.
En tercer lugar, el salario deseado en un momento del tiempo wdt en
(1.13) depende del nivel de precios en una relación 1 a 1 y del nivel de
actividad económica en dicho periodo. El parámetro a puede interpretarse
como la elasticidad del salario deseado con respecto al output como indicador
del nivel de empleo en ese periodo, reejando el hecho de que el poder de
negociación de los trabajadores aumenta con el nivel de empleo.
Finalmente en cuarto lugar reejamos que los salarios jados en cada
momento duran dos periodos.
Sustituyendo la expresión del salario deseado, (1.13) en (1.12), ecuación
para el salario negociado en t, en obtenemos:
wt =
1
2
(pt + ayt + Etpt+1 + aEtyt+1) ((1.15))
De igual manera sustituyendo el nivel de precios de (1.11) en (1.15):
wt =
1
2

1
2
(wt + wt 1)  ut + 1
2
(Etwt+1 + wt)  Etzt+1

+
a
2
(yt + Etyt+1)
wt =
1
2
(wt 1 + Etwt+1) + a(yt + Etyt+1)  (zt + Etzt+1)
Esta expresión nal para la jación de salarios implica que los trabajadores
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que jan su salario en t   1 tienen en cuenta el salario que fue jado por el
otro grupo de trabajadores en el periodo anterior, esto es, los trabajadores
tienen en cuenta su salario relativo.
Finalmente, sustituyendo el nivel de output a partir de la demanda agre-
gada y de nuevo el nivel de precios, de (1.11) obtenemos la ecuación dinámica
en expectativas para los salarios nominales.
wt =
1
2
(wt 1 + Etwt+1) + a

mt   1
2
(wt + wt 1) + zt + Etmt+1

 
 a1
2
(Etwt+1 + wt) + Etzt+1   (zt + Etzt+1)
Reordenando:
wt =
1  a
2(1 + a)
wt 1+
1  a
2(1 + a)
Etwt+1+
a
1 + a
(mt+Etmt+1) 1  a
1 + a
(zt+Etzt+1)
wt = wt 1 + Etwt+1 + s
[w]
t
donde
 =
1  a
2(1 + a)
) a = 1  2
1 + 2
: ( < 1=2)
s
[w]
t =
1
2
(1  2)(mt + Etmt+1)  2(zt + Etzt+1)
Resolución.
La ecuación dinámica puede ser resuelta utilizando el método de fac-
torización. Aplicando el operador de retardos L y el operador forward F ,
obtenemos la ecuación de segundo grado en el operador forward, F .
(1  L  F )wt = s[w]t
 F 1(F 2   1

F + 1) = s
[w]
t ((1.16))
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Las raíces características de dicha ecuación en F , vienen dadas por:
1; 2 =
1
p
1  42
2
: 1 + 2 =
1

y 12 = 1
donde
0 < 1 =
1 pa
1 +
p
a
< 1 y 2 =
1 +
p
a
1 pa > 1
y la raíz estable es decreciente en relación al parámetro a:
d1
da
=   1p
a(1 +
p
a)2
< 0 ó
d ln1
d ln a
=  
p
a
1  a
La obtención de una raíz estable, 1 < 1 y otra inestable 2 > 1 permiten
calcular la solución, expresando la ecuación factorizada como:
(F 2   1

F + 1)Lwt =  1

s
[w]
t ) (F   1)(F   2)Lwt =  
1

s
[w]
t
(1  1L)wt = 1
2
1
(1   12 F )
s
[w]
t
(1  1L)wt = 1
2
1X
i=0
 i2 Ets
[w]
t+i ((1.17))
Efectos de una perturbación monetaria.
De nuevo podemos calcular los efectos de una política monetaria, haciendo
zt = 0 y asumiendo que la oferta monetaria sigue el proceso estocástico
siguiente:
mt = mt 1 + "t : 0    1 : "t  iid(0; 2)
donde  nos da la persistencia del shock monetario. Dado el proceso para la
oferta monetaria, obtenemos valor esperado futuro que tiene por expresión:
Etmt+i = 
imt
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La solución para el salario en (1.17) viene dada por:
wt = 1wt 1 +
1
2
1
2
(1  2)
1X
i=0
 i2 F
i(mt + Etmt+1)
Teniendo en cuenta las relaciones entre los parámetros y las raíces del modelo:
wt = 1wt 1 +
1
2
(1  1)2
1X
i=0
 i2 
imt + 
i+1mt)
wt = 1wt 1 +
(1  1)2
2(1  1)(1 + )mt
Sustituyendo en (1.11) obtenemos la solución para el nivel de precios.
(1  1L)pt = 1
4
(1  1)2
(1  1)(1 + ) [mt +mt 1]
Y sustituida ésta en la ecuación de demanda agregada, obtenemos la solución
para el nivel de producción.
(1  1L)yt =

1  1
4
(1  1)2
(1  1)(1 + )

mt +

1
4
(1  1)2
(1  1)(1 + )  1

mt 1
A través del cálculo de los multiplicadores dinámicos podemos obtener
cuánto varía cada una de las variables cuando en un momento t, se pro-
duce una perturbación a la oferta monetaria nominal. El comportamiento
dinámico de cada una de las variables del modelo depende del parámetro
autorregresivo del proceso que sigue la oferta monetaria y del parámetro 1
que a su vez depende de a:
Consideremos los dos casos límites para el parámetro autorregresivo. En
primer lugar, si la perturbación monetaria es puramente aleatoria, esto es,
 = 0; entonces mt = "t y "t 6= 0 "t+i = 0 8i > 0: En este caso, los efectos
sobre la senda futura de las variables vienen dados por:
@wt+k
@"t (k0)
= k1
(1  1)2
2
!
k!1
0
46
@pt
@"t
=
1
4
(1  1)2 : @pt+k
@"t (k>0)
=
1
4
k 11 (1 + 1)(1  1)2 !
k!1
0
@yt
@"t
= 1  1
4
(1  1)2 : @yt+k
@"t (k>0)
=
1
4
k 11 (1  1)3 !
k!1
0
Por contra, si la perturbación eleva la oferta monetaria de forma perma-
nente, esto es  = 1:
@wt+k
@"t (k0)
= 1  k+11 !
k!1
1
@pt
@"t
=
(1  1)
2
:
@pt+k
@"t (k>0)
= (1 1)
"
k1
2
+
k 1X
i=0
i1
#
= 1 1
2
k1(1+1) !
k!1
1
@yt
@"t
=
1
2
(1 + 1) :
@yt+k
@"t
=
1
2
(1 + 1)
"
kX
i=0
i1  
k 1X
i=0
i1
#
=
1
2
(1 + 1)
k
1 !
k!1
0
Comparando los multiplicadores dinámicos en los dos supuestos sobre la
persistencia del shock, es claro que para cualquier horizonte temporal, la
persistencia o duración de los efectos es mayor para  = 1 que para  = 0:
En cualquier caso, el shock de demanda siempre tiene un efecto transitorio
en el output.
Como hemos indicado con anterioridad el tiempo de ajuste de las variables
desde el impacto inicial hasta su ajuste a largo plazo depende críticamente de
1 y por tanto de a: Es interesante estudiar cómo responden las variables del
modelo para cualquier horizonte temporal ante la perturbación de demanda
si el parámetro del modelo se acerca a sus dos valores extremos.
Para el caso en el que  = 1:
l{m
(1!1)(a!0)
@wt+k
@"t (k0)
= 0 : l{m
(1!0)(a!1)
@wt+k
@"t (k0)
= 1
l{m
(1!1)(a!0)
@pt+k
@"t (k>0)
= 0 : l{m
(1!0)(a!1)
@pt+k
@"t (k>0)
= 1
l{m
(1!1)(a!0)
@yt+k
@"t (k>0)
= 1 : l{m
(1!0)(a!1)
@yt+k
@"t (k>0)
= 0
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La interpretación de estos multiplicadores es como sigue. El proceso de ajuste
dinámico en los salarios negociados y en el nivel de precios ante la pertur-
bación de demanda tendrá poca persistencia cuanto mayor sea la relación que
exista entre nivel de actividad económica y los salarios que deseen jar los
individuos que los negocian (a! 1). Si la situación en el nivel de actividad
económica o en el mercado de trabajo es importante a la hora de negociar los
salarios, la perturbación de demanda provoca que el ajuste hacia su equilib-
rio a largo plazo sea más rápido y el efecto de dicha perturbación sea mayor
para cualquier horizonte temporal, excepto en el largo plazo que son iguales.
Podemos interpretar de esta forma al parámetro a como un indicador de la
rigidez o exibilidad de los salarios.
Esto es, si dicho parámetro es igual a 1, la expansión monetaria eleva
inmediatamente el nivel de precios y el nivel de salarios y el efecto sobre la
producción es nulo.
El mecanismo de transmisión del shock monetario es como sigue: un
aumento en mt provoca una subida en el nivel de precios y en los salarios
negociados en el mismo periodo t aunque no en los negociados en t  1. La
caída en el salario real soportada por los trabajadores que jaron sus salarios
en t 1, aumenta la demanda de trabajo y por tanto el output. Las respuestas
a corto plazo, que vienen dadas por los multiplicadores de impacto dependen
críticamente de a:
Mientras mayor sea dicho parámetro mayores serán las demandas salari-
ales cuando se negocian los salarios y conforme pasa el tiempo dichos aumen-
tos salariales se van ajustando a los nuevos niveles de actividad económica y
del nivel de precios, con lo que el output va descendiendo hacia el valor que
tenía antes de la perturbación monetaria.
Efectos de una perturbación tecnológica.
Podemos proceder de igual manera y calcular los efectos a corto y largo
plazo cuando se produce una perturbación de oferta.
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Asumiendo que sigue el siguiente proceso:
zt = zt 1 + "t : "t  iiid(0; 2)
DE igual manera que en el caso de la perturbación monetaria, las solu-
ciones para nuestras variables vienen dadas por las siguientes expresiones:
wt = 1wt 1   1 + 
2
1
1  1 zt
pt = 1pt 1   1
2
1 + 21
1  1 (zt + zt 1)
yt = 1pt 1 +
1
2
1 + 21
(1  1 (zt + zt 1)
A partir de éstas, los multiplicadores dinámicos son:
@wt+k
@"t (k0)
=  1 + 
2
1
1  1
kX
i=0
i1 !
k!1
  1 + 
2
1
(1  1)2
@pt
@"t
=  1
2
1 + 21
1  1 :
@pt+k
@"t (k>0)
=
1
2
1 + 21
1  1
 
k1   2
k 1X
i=0
i1
!
!
k!1
  1 + 
2
1
(1  1)2
@yt
@"t
=
1
2
1 + 21
(1  1 :
@yt+k
@"t (k>0)
=
1
2
1 + 21
1  1
 
k1 + 2
k 1X
i=0
i1
!
!
k!1
1 + 21
(1  1)2
Una perturbación que aumente la productividad de forma permanente eleva
el nivel de producción a largo plazo y reduce tanto los salarios nominales
como el nivel de precios. Mientras menor sea el ajuste de salarios en función
del nivel de actividad económica más caerán los salarios nominales y el nivel
de precios y mayor será el aumento en el nivel de producción.
l{m
(1!1)(a!0)
@wt+k
@"t (k0)
!  1 : l{m
(1!0)(a!1)
@wt+k
@"t (k0)
=  1
l{m
(1!1)(a!0)
@pt+k
@"t (k>0)
!  1 : l{m
(1!0)(a!1)
@pt+k
@"t (k>0)
=  1
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l{m
(1!1)(a!0)
@yt+k
@"t (k>0)
=1 : l{m
(1!0)(a!1)
@yt+k
@"t (k>0)
= 1
1.7.4. Un modelo con precios rígidos y
competencia monopolística.
Consideremos en primer lugar los fundamentos de la jación de precios
bajo competencia monopolística. Dichos microfundamentos se derivan del
trabajo de Blanchard y Kiyotaki (1987) que a su vez se apoya en la aportación
de Dixit-Stiglitz (1977) los cuales contemplan un modelo con tecnología CES
en tiempo contínuo y nos permitirán deducir el precio óptimo que jará cada
consumidor-productor.
La economía consta de un contínuo de individuos i en el intervalo [0; 1]
donde cada uno de ellos produce un bien diferenciado, siendo  la elasticidad
de sustitución entre los bienes de tal forma que si  ! 1 los bienes son
sustitutivos perfectos.
Cada uno de ellos resuelve el siguiente problema:
Max u(Cj) =
Z 1
0
C
 1

ij dj
 1

( > 1)
sujeto a la restricción presupuestaria, donde Xi es un nivel de gasto exógeno
para el individuo i y Cj es el gasto agregado en los j bienes que componen
dicha economía: Z 1
0
PjCijdj = Xi
La solución del problema nos da la demanda óptima (marshalliana) para
cada individuo i y cada bien j (véase apéndice 1.1).
Cij =
Xi
P

Pj
P
 
= Ci

Pj
P
 
En segundo lugar, cada individuo elige su nivel de consumo agregado, su
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tenencia de saldos reales y su oferta de horas de trabajo a partir de la solución
del problema10:
Max u

Ci;
Mi
P
;Ni

=

Ci


Mi=P
1  
1 
  1

Ni : 0 <  < 1;  > 1
((1.18))
sujeto a las restricciones presupuestaria y a la función de producción.
PCi +Mi = PiYi : Yi = Ni ((1.19))
La relación óptima entre consumo agregado y saldos reales es para cada
individuo:
Ci =

1  
Mi
P
((1.20))
Por tanto, la demanda de cada bien j, viene dada por:
Yj =
Z 1
0
Cijdi =
Z 1
0
Ci

Pj
P
 
di =
Z 1
0

1  
Mi
P

Pj
P
 
di
Yj =

1  
M
P

Pj
P
 
:
Z 1
0
Midi =M ((1.21))
Sustituyendo (1.19) y (1.20) en (1.18) y (1.20) en (1.19) obtenemos:
u

Ci;
Mi
P
;Ni

=
Mi=P
1    
1

Y i
1
1  Mi = PiYi
nalmente, la función indirecta de utilidad expresada en función del precio
que je la cada individuo es:
u (Pi; Yi) =
Pi
P
Yi   1

Y i
Ahora el individuo maximiza su función indirecta de utilidad, sujeta a la
10Esta es una función de utilidad con saldos reales. En el capítulo 4 hacemos un uso
más extendido de la misma.
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demanda del bien que produce, dado por (1.21).
s:a:Yi =

1  
M
P

Pi
P
 
Sustituyendo la restricción y derivando con respecto a Pi, obtenemos la condi-
ción de máximo:
du
dPi
=

1  
M
P 2 
(1  )P i  
1



1  
M
P 1 

( ) (Pi)  1 = 0
Con lo que la ecuación de jación de precios que maximiza su utilidad viene
dada por:
P 1 +i =

   1


1  M
 1
P ( 1)+2 
y en logs:
(1   + ) pi = (   1)m+ ((   1) + 2  ) p+ k
(1 + (   1))pi = (   1) (m  p) + (1 + (   1))p
pi   p = b(m  p)
donde
0 < b =
   1
1 + (   1) < 1
El modelo que presentamos es una adaptación del modelo con rigidez
salarial, pero aplicado a la presencia de precios rígidos, en el cual cada pro-
ductor en el momento t ja un precio para el periodo t y para el periodo t+1.
Dividimos a los productores en dos grupos y suponemos que la mitad de ellos
toma la decisión sobre sus precios en t y la otra mitad lo hace en t + 1, de
esta forma las decisiones sobre la jación de precios están equitativamente
solapadas en el tiempo.
Cada productor elige los precios según la ecuación:
pi   p = b(m  p) : 0  b  1
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Sean pA y pA los precios asociados a cada grupo de productores. El nivel
de precios puede aproximarse a partir de11:
p =
1
2
(pA + pB)
Sustituyendo el nivel de precios en la ecuación óptima de jación de pre-
cios para cada grupo de oferentes, obtenemos:
pA =
1  b
1 + b
pB +
2b
1 + b
m : pB =
1  b
1 + b
pA +
2b
1 + b
m
pA = apB + (1  a)m : a = 1  b
1 + b
: 0 < a < 1
El resultado anterior nos reeja el hecho de que el precio jado por cada
grupo de productores afecta al precio jado por la otra mitad ya que cada
precio afecta tanto a la demanda relativa de bienes como a la demanda agre-
gada a través del nivel general de precios.
Introduzcamos ahora la siguiente notación. Consideremos que el grupo
A de productores ja el precio en t y el grupo B en t+ 1 y sea p(t)t+i el precio
elegido en t para el periodo t+ i y E( j t  i) la expectativa de una variable
basada en la información disponible en t   i, excluyendo tal periodo. Si el
grupo A ja precios en t entonces el grupo B jó los precios en t   1 y los
volverá a revisar en t+ 1; de tal forma que aplicando la ecuación de jación
de precios para cada grupo:
p
(t)
t = ap
(t 1)
t + (1  a)Etmt ((1.22))
p
(t)
t+1 = aEtp
(t+1)
t+1 + (1  a)Etmt+1 ((1.23))
11Realmente, el nivel de precios viene dado por lnP = 11  ln

1
2 (P
1 
A + P
1 
B

:Sin
embargo, con el n de preservar la estructura log-lineal, suponemos que  ! 1:Calculando
por LHôpital
l{m
!1
lnP =
1
2
(PA + PB)
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El nivel de precios en este caso viene dado por:
pt =
p
(t)
t + p
(t 1)
t
2
El modelo se cierra con la curva de demanda agregada clásica y puede
resolverse calculando los precios que jan los dos grupos de empresas, y de
esta manera, el nivel de precios y el nivel de output. Dado que los precios
que ja cada grupo permanecen jos durante dos periodos, el de jación del
mismo y el siguiente, podemos denir:
p
(t)
t = p
(t)
t+1  xt : p(t 1)t 1 = p(t 1)t  xt 1
Por tanto, (1.22) y (1.23) vienen dados por:
xt = axt 1 + (1  a)Etmt
xt = aEtxt+1 + (1  a)Etmt+1
Las expresiones anteriores nos dicen que el precio óptimo elegido en el
momento t por el grupo A es una media ponderada del precio jado por el
otro grupo en t  1; xt 1; y de la oferta nominal esperada para el periodo t;
y por otra, dado que se ja también para el siguiente periodo, es una media
ponderada del precio que se espera que elijan en t+ 1; Etxt+1 y de la oferta
monetaria esperada para dicho periodo.
Sumando ambas expresiones obtenemos la ecuación dinámica para el pre-
cio jado para los dos periodos por el grupo A:
xt =
1
2
(axt 1 + (1  a)Etmt) + 1
2
(aEtxt+1 + (1  a)Etmt+1) ((1.24))
Por denición el nivel de precios para el periodo t es la media de los
precios jados por la otra mitad de productores en el periodo anterior y el
precio jado por la otra mitad para este periodo.
pt =
1
2
(xt + xt 1)
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Obtenida la solución para xt es inmediato obtener el nivel de precios y a
partir de la ecuación de demanda agregada yt = mt   pt, la solución para el
output.
Reorganizando la expresión para el precio óptimo que se jará en t,
ecuación (1.24):
xt =
a
2
xt 1 +
a
2
Etxt+1 +
1
2
(1  a)Etmt + 1
2
(1  a)Etmt+1 ((1.25))
Solución.
Para la resolución de la ecuación (1.25) podemos aplicar el método de
coecientes indeterminados, probando como solución con la expresión sigu-
iente12 :
xt = xt 1 +
1X
i=0
iEtmt+i ((1.26))
donde  y i son parámetros a determinar en función del parámetro del
modelo, a. Calculamos en nuestra conjetura:
Etxt+1 = xt +
1X
i=0
iEtmt+i+1 ((1.27))
Y sustituyendo (1.26) en (1.27):
Etxt+1 = 
2xt 1 + 
1X
i=0
iEtmt+i +
1X
i=0
iEtmt+i+1
Finalmente podemos identicar los coecientes sustituyendo (1.26) y (1.27)
en (1.25) :
xt 1+
1X
i=0
iEtmt+i =
a
2
xt 1+
a
2
"
2xt 1 + 
1X
i=0
iEtmt+i +
1X
i=0
iEtmt+i+1
#
+
+
1
2
(1  a)Etmt + 1
2
(1  a)Etmt+1
12Puede consultarse Blanchard y Fisher (1989), pag 261-266.
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La identicación es como sigue:
Para xt 1 :  =
a
2
+
a
2
2 o a2   2+ a = 0
Para Etmt : 0 =
a
2
0 +
1  a
2
Para Etmt+1 : 1 =
a
2
1 +
a
2
0 +
1
2
(1  a)
Para Etmt+i : i =
a
2
i +
a
2
i 1 8i  2
A partir de la primera identicación podemos obtener el valor de ; que
viene dado por una ecuación de segundo grado y por lo tanto tenemos dos
posibles soluciones:
1; 2 =
2p4  4a2
2a
=
1p1  a2
a
Escogeremos como solución la raíz inferior a la unidad que nos genera la
solución estable:
1 =
1 p1  a2
a
De la segunda podemos calcular 0 que vendrá dado por:
0 =
1  a
2  a1 =
1  a
a
1
donde hemos aplicado
a2   2+ a = 0) 1(2  a1) = a
De forma análoga, 1y los sucesivos i restantes tienen las siguientes
expresiones:
1 =
1  a
2  a1 (1 + 1) =
(1  a)
a
1(1 + 1) = 0(1 + 1)
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i =
a
2  a11 o i = 1i 1 8i  2
i = 
i 1
1 1 i = 
i 1
1 (1 + 1)0 8i  2
Por tanto, la solución para (1.25) vendrá dada por:
xt = 1xt 1 +
1  a
a
1
"
Etmt + (1 + 1)
1X
i=1
i 11 Etmt+i
#
O bien13:
xt = 1xt 1 +
1  a
a
1
1X
i=0
i1(Etmt+i + Etmt+i+1) ((1.28))
Por tanto, el precio óptimo elegido en t para t y t + 1 depende del precio
jado o elegido en t  1 para t  1 y t así como de las expectativas sobre la
oferta monetaria futura, desde t hasta el futuro indenido.
Efectos de un shock monetario permanente.
Consideremos los efectos de un shock aleatorio que eleva de forma per-
manente la oferta monetaria nominal. Para ello, modelizamos el proceso de
oferta monetaria como un paseo aleatorio:
mt = mt 1 + "t
donde consideraremos que la innovación "t sólo es distinta de cero en dicho
momento, esto es, "t > 0 y "t+i = 0 8i 6= 0 y @mt@"t = 1:
En este caso, Etmt+i = Etmt+i+1 = mt 1;8i:
13Etmt + (1 + 1)
P1
i=1 
i 1
1 Etmt+i =
Etmt + Etmt+1 + 1Etmt+1 + 1Etmt+2 + 
2
1Etmt+2 + ::::::::: =
= Etmt + 1Etmt+1 + 
2
1Etmt+2 + ::::::::::+ Etmt+1 + 1Etmt+2 =
1X
i=0
i1Etmt+i +
1X
i=0
i1Etmt+i+1 =
1X
i=0
i1(Etmt+i + Etmt+i+1)
57
xt = 1xt 1 +
1  a
a
1
1X
i=0
i1(mt 1 +mt 1)
xt = 1xt 1 +
1  a
a
1
2mt 1
1  1
Teniendo en cuenta que a21 21+a = 0, entonces a = 211+21 y 1 a =
(1 1)2
1+21
:
1  a
a
1
2
1  1 =
(1  1)2
1  1 = 1  1
Por tanto, la solución en este caso concreto de (1.28) viene dada por:
xt = 1xt 1 + (1  1)mt 1 ((1.29))
Para calcular los efectos dinámicos de la perturbación aleatoria sobre el precio
jado por el grupo A de productores obtenemos los multiplicadores dinámicos
a partir de la solución de la anterior ecuación en diferencias para xt:
xt+k = A
t+k
1 + (1  1)
1X
i=0
i1mt+k 1 i
Sin embargo, la innovación se produce en t, aunque se incorpora de forma
permanente a todos los valores de la oferta monetaria a partir de ese mo-
mento, y por tanto hasta j = k   1.
mt+k 1 i =
k i 1X
j=0
"t+k 1 i j
Por tanto, a efectos del cálculo de los multiplicadores, la solución puede
acotarse hasta que aparece "t, esto es, hasta j = k + i  1.
xt+k = (1  1)
k 1X
i=0
i1
 
k i 1X
j=0
"t+k  1 i j
!
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Desarrollando dicha solución:
xt+k = (1  1)
k 1X
i=0
i1 ("t+k 1 i + "t+k 2 i + ::::+ "t+1 + "t)
Por tanto:
@xt+k
@"t
= (1  1)
k 1X
i=0
i1 = (1  1)
1  k 11 1
1  1 = 1  
k
1 ((1.30))
Para k !1
l{m
k!1
@xt+k
@"t
= 1
Por tanto, un shock transitorio a la oferta monetaria que implique un cambio
permanente en ésta, eleva el precio óptimo elegido por las empresas a largo
plazo en la misma cuantía.
En segundo lugar podemos ver que le ocurre al nivel de precios, aunque
intuitivamente la solución es fácil, si las empresas aumentan sus precios pro-
gresivamente ante la perturbación monetaria, el nivel de precios experimen-
tará la misma subida.
pt =
xt + xt 1
2
y xt =
1  1
1  1Lmt 1
pt =
1
2

1  1
1  1Lmt 1 +
1  1
1  1Lmt 2

pt(1  1L) = 1
2
(1  1)(mt 1 +mt 2) ((1.31))
De forma análoga podemos calcular la dinámica del precio ante una pertur-
bación.
El resultado viene dado a partir de la ecuación (1.31).
pt =
1
2
(1  1)
" 1X
i=0
i1mt i 1 +
1X
i=0
i1mt i 2
#
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pt+k =
1
2
(1  1)
" 1X
i=0
i1mt+k 1 i +
1X
i=0
i1mt+k 2 i
#
pt+k =
1
2
(1  1)
"
k 1X
i=0
i1
 
k i 1X
j=0
"t+k 1 i j
!
+
k 2X
i=0
i1
 
k i 1X
j=0
"t+k 2 i j
!#
pt+k =
1
2
(1  1)
k 1X
i=0
i1 ("t+k 1 i + "t+k 2 i + ::::+ "t+1 + "t)+
+
1
2
(1  1)
k 2X
i=0
i1 ("t+k 2 i + "t+k 3 i + ::::+ "t+1 + "t)
A partir de aquí, los sucesivos multiplicadores dinámicos vienen dados por:
@pt+k
@"t
=
1
2
(1  1)
"
k 1X
i=0
i1 +
k 2X
i=0
i1
#
=
1
2

2  k1   k 11

= 1  1
2
k1(1 + 1)
Conforme k tiende a innito:
l{m
k!1
@pt+i
@"t
= 1
Finalmente, el efecto sobre el output puede calcularse a partir de la intro-
ducción de la ecuación de demanda agregada:
yt = mt   pt
Retardando un periodo la demanda agregada, multiplicándola por 1 y re-
stando ambas:
yt   1yt 1 = mt   1mt 1   (pt   1pt 1)
Sustituyendo la ecuación (1.31), solución para el precio:
yt   1yt 1 = mt   1mt 1   1
2
(1  1)(mt 1 +mt 2)
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yt = 1yt 1 +mt   1
2
(1 + 1)mt 1   1
2
(1  1)mt 2
Aplicando la regla de la cadena de la derivación, calculamos los multipli-
cadores dinámicos:
@yt
@mt
@mt
@"t
=
@yt
@"t
= 1
@yt+1
@"t
=
@yt+1
@yt
@yt
@mt
@mt
@"t
+
@yt+1
@mt
@mt
@"t
= 1 + 1  1
2
(1 + 1) =
1
2
(1 + 1)
@yt+2
@"t
=
@yt+2
@yt+1
@yt+1
@"t
+
@yt+2
@mt+1
@mt+1
@"t
+
@yt+2
@mt
@mt
@"t
=
= 1
1
2
(1 + 1) + 1  1
2
(1 + 1)  1
2
(1  1) = 1
2
(1 + 1)
En general, para cualquier k = 1; 2::::: se verica:
@yt+k
@"t
=
1 + 1
2
k 11
Conforme el lapso temporal que media entre el momento en el que se produce
el shock y la variación que deseamos calcular aumenta, el efecto en el output
se desvanece, esto es, una perturbación monetaria no tiene efecto a largo
plazo en el output si 1 < 1:
l{m
k!1
@yt+k
@mt
= 0
En suma, un shock monetario eleva a largo plazo el nivel de precios y
el precio óptimo jado por las empresas en la misma cuantía del shock;
sin embargo, aunque la perturbación monetaria no afecta a largo plazo al
nivel de output sí predice una dinámica temporal de ajuste que puede durar
varios periodos. Hemos visto que a partir del cálculo de los multiplicadores
dinámicos, el efecto de la política monetaria sobre precios, nivel de precios
y producción depende críticamente del valor de 1, parámetro que puede ser
interpretado como un indicador del grado de inercia de los precios.
Consideremos dos cuestiones: en primer lugar discutimos cómo es el
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ajuste dinámico de las variables ante distintos valores posibles del parámetro
1 y en segundo lugar, estudiemos detenidamente qué hay detrás de dicho
parámetro, que no es otra cosa que el parámetro a y por tanto el parámetro
b, que a su vez depende de los parámetros subyacentes incluidos en el modelo
de optimización.
A partir de los multiplicadores dinámicos hemos obtenido:
@pt+k
@"t
= 1  1
2
k1(1 + 1) :
@yt+k
@"t
=
1 + 1
2
k 11
¿Cómo varían dichos multiplicadores ante cambios en el parámetro 1?
Calculando para k  1:
d

@pt+k
@"t

d1
=  1
2
kk 11 (1 + 21) < 0
d

@yt+k
@"t

d1
= k 11

1
2
+ (k   1)1 + 1
1

> 0
Para un horizonte temporal k, después de la perturbación, el cambio en el
nivel de precios es una función decreciente de 1; o dicho de otra forma,
mientras mayor sea éste, menor será el efecto en los precios de la innovación
monetaria. Y al contrario, el cambio en el nivel de output es una función
creciente del parámetro 1, de tal manera que si éste es alto, el efecto de
la innovación monetaria es alto también, es decir, el efecto de la política
monetaria es muy persistente.
De manera alternativa y quizá más ilustrativa, podemos considerar los
límites de los dos valores extremos que puede tomar el parámetro 1:
l{m
1!0
@pt+k
@"t
= 1 : l{m
1!1
@pt+k
@"t
= 0 : l{m
1!0
@yt+k
@"t
= 0 : l{m
1!1
@yt+k
@"t
= 1
Con respecto a la segunda cuestión, recordando la relación entre 1 y a,
teníamos:
1 =
1 p1  a2
a
: a =
1  b
1 + b
: b =
   1
1 + (   1)
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Sustituyendo, obtenemos:
1 =
1 
q
1   1 b
1+b
2
1 b
1+b
=
1 + b  2pb
1  b =
(1 pb)2
1  b =

1 
q
 1
1+( 1)
2
1 +  1
1+( 1)
Nuestro grado de inercia en los precios depende de la desutilidad de las
horas trabajadas, , y de la elasticidad de sustitución entre bienes . De
nuevo, podemos ver los casos límites para estos parámetros y relacionarlos
con los valores límite del parámetro 1:
l{m
!1
1 = 1 : l{m
!0
1 =

1 
q
1
 1
2
1 + 1
 1
< 1 : l{m
!1
1 = 1
Si  = 1; la desutilidad del trabajo es constante, el grado de inercia en este
caso tendería a la unidad, esto es, sería máximo. La jación de precios sería
es pi = p esto es, el precio relativo de cada bien permanecería constante
e independiente del nivel de demanda agregada y el efecto de la política
monetaria sobre la producción sería permanente.
Este caso extremo implica que la política monetaria elevaría de forma
permanente el nivel de producción mientras que no afectaría al nivel de pre-
cios.
Si el grado de inercia es inferior a la unidad, los resultados serían los que
hemos obtenido a partir de los multiplicadores dinámicos.
Por otra parte, 1 es creciente con . Mientras más competitivo es el
mercado de bienes menor disposición tendrán las empresas para cambiar sus
precios y más lento será el ajuste de los precios nominales y el efecto de la
política monetaria será mayor a corto plazo sobre la producción.
En suma, decisiones de jación de precios escalonadas en un entorno de
competencia monopolística pueden dar lugar a que cambios permanentes en
el nivel de oferta monetaria nominal puedan tener efectos duraderos sobre el
nivel de producción.
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1.8. Apéndice 1.1.
La formulación del problema es la siguiente:
Supongamos que cada economía doméstica tiene asignado un nivel dado
de gasto Xt y desea maximizar el valor de un índice de consumo sujeto a la
restricción presupuestaria, donde z es el conjunto de bienes de la economía.
max
fCt)g
Ct =
Z 1
0
ct(z)
 1
 dz
 
 1
s:a:
Z 1
0
pt(z)ct(z)dz = Xt
L(c(z); ) =
Z 1
0
ct(z)
 1
 dz
 
 1
+ 

Xt  
Z 1
0
pt(z)ct(z)dz

Las condiciones de primer orden vienen dadas por:
@L
@ct(z)
=

   1
Z 1
0
ct(z)
 1
 dz
 
 1 1    1

ct(z)
 1

 1 + pt(z) = 0
@L
@
= Xt  
Z 1
0
pt(z)ct(z)dz = 0
Reorganizando, elevando la igualdad a 1  y sumando para todos los bienes:Z 1
0
ct(z)
 1
 dz
 1 Z 1
0
ct(z)
 1
 dz = 1 
Z 1
0
pt(z)
1 
1 = 1 P 1 t )  = P 1t > 0
Por tanto, la condición de primer orden nos da la decisión de consumo
óptimo para cada bien.
ct(z) =

pt(z)
Pt
 
Ct
donde  es la elasticidad de cada demanda individual.
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Finalmente sustituyendo en la restricción:
Xt =
Z 1
0
pt(z)ct(z)dz =
Z 1
0
pt(z)

pt(z)
Pt
 
Ctdz
Xt = CtP
 
t
Z 1
0
pt(z)dz = CtP
 
t P
1 
t = PtCt
que valida la siguiente expresión para el nivel de precios, Pt:
PtCt =
Z 1
0
pt(z)ct(z)dz
PtCt =
Z 1
0
pt(z)

pt(z)
Pt
 
Ctdz
Pt =
Z 1
0
(pt(z))
1  dz
 1
1 
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CAPITULO 2
MODELOS DE CRECIMIENTO
Y SHOCKS
DE PRODUCTIVIDAD
El objetivo básico del programa de investigación del Ciclo Económico Real
es el uso del modelo de crecimiento neoclásico para interpretar los patrones
de las uctuaciones observadas en la actividad económica. El modelo de
Ciclo Real es una extensión de los modelos de crecimiento neoclásicos y por
tanto, un punto de partida lógico es empezar considerando los efectos de
perturbaciones tecnológicas en modelos con oferta de trabajo ja y en los
que no existen rigideces o fricciones de ningún tipo, esto es, en un entorno
de mercados perfectamente competitivos.
Desde el conocido trabajo pionero de Solow (1957) dedicado a estimar la
tasa de variación a largo plazo en la producción a partir de las variaciones
de los inputs, capital y trabajo, el ejercicio de growth accountigreveló que
el orígen del crecimiento secular en la producción per cápita se encontraba
fundamentalmente en la tasa de variación de la productividad total de los
factores, y una parte relativamente pequeña se debía al crecimiento de los
inputs de producción. Concretamente, para EEUU y durante el periodo
1909-1949, el 87.5 % de cada punto de crecimiento en la producción per
cápita venía explicado por el crecimiento de la denominada Productividad
Total de los Factores o residuo de Solow, mientras que un modesto 12.5 %
era explicado por el crecimiento del stock de capital per cápita.
Cooley y Prescott (1995, pag 11) actualizan este ejercicio de contabili-
dad del crecimiento, obteniendo aproximadamente los valores de la siguiente
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tabla:
Tabla 2.1
y
y
Crecimiento a largo plazo Ciclo Económico
Explicado por k
k
1/3 0
Explicado por N
N
0 2/3
Explicado por Z
Z
2/3 1/3
donde y
y
, k
k
,N
N
, Z
Z
son las variaciones de la producción per cápita, del
stock de capital per cápita, del número de horas trabajadas y de la produc-
tividad.
Sin embargo, a corto plazo, el stock de capita per cápita apenas uctúa,
mientras que sí se observan variaciones importantes en el número de horas
trabajadas, y por tanto el resto del crecimiento en la producción per cápita
debe de venir explicado por cambios en la productividad.
La cuestión importante es si el modelo de crecimiento neoclásico modi-
cado es capaz de generar el comportamiento cíclico que observamos en las
series macroeconómicas.
La idea por tanto sería poder integrar la explicación del ciclos económico
y el crecimiento a largo plazo en un solo modelo. Esto requiere introducir
algún mecanismo que provoque cambios en la productividad a corto plazo e
introducir oferta de trabajo de tal forma que sea consistente con los amplios
cambios que observamos en el factor trabajo a lo largo del ciclo.
En este capítulo introducimos el problema de la elección consumo-ahorro,
teniendo en cuenta que los individuos se enfrentan a incertidumbre sobre el
futuro y que la única fuente de perturbación es la provocada por un shock
tecnológico analizando si las perturbaciones de productividad pueden explicar
los comovimientos en el ouput y en el consumo.
En los modelos de crecimiento, los orígenes de la persistencia podemos
encontrarlo en dos fuentes: una endógena, debido a que los modelos son
consistentes con el denominado consumption smoothing, esto es, los indi-
viduos preeren mantener niveles de consumo estables a lo largo del tiempo,
lo que explica la baja volatilidad del consumo a lo largo del tiempo y otra
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exógena en la que la persistencia de las series se debe a la persistencia del
shock tecnológico.
2.1. Un modelo de crecimiento básico con
dos periodos (Diamond).
La cuestión de la elección óptima entre consumo y ahorro bajo condiciones
de incertidumbre en el marco del modelo neoclásico de crecimiento fue anal-
izada por Samuelson (1969) y Merton (1969), y con un enfoque basado en el
modelo de generaciones sucesivas por Diamond (1965) y Samuelson (1958).
Consideremos un modelo sencillo de dos periodos, con agentes homogé-
neos, en el que la población es constante y cada individuo ofrece inelástica-
mente una unidad de trabajo en el momento t, recibiendo a cambio un salario
real Wt.
El objetivo de cada agente es maximizar su utilidad esperada, con la
restricción presupuestaria a la que se enfrenta.
El agente representativo maximiza una función de utilidad que depende
del consumo presente y del consumo en el periodo próximo:
u(Ct; Ct+1) = u(Ct) + Etu(Ct+1)
donde  = 1
1+
es el factor de descuento subjetivo de la utilidad futura y
mide de la impaciencia del individuo.
La función de utilidad propuesta es aditiva y separable, esto es, la utilidad
que genera el consumo en cada periodo depende del consumo en dicho periodo
y verica las condiciones habituales, es creciente y cóncava y la utilidad
marginal del consumo es positiva y decreciente.
En cada uno de los periodos nuestro agente se enfrenta a cada una de las
siguientes restricciones:
Ct = Wt   St ((2.1))
Ct+1 = (1 + rt)St + St+1 ((2.2))
donde St es el ahorro. La renta salarial se dedica bien a consumir bien a
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ahorrar en t. En el siguiente periodo, se supone que el individuo no ofrece
trabajo y por tanto sólo puede nanciar su consumo a partir del ahorro y del
rendimiento de ese ahorro generado en el periodo anterior.
Finalmente, la condición de transversalidad del problema es:
St+1 = 0
esto es, no es óptimo dejar un ahorro positivo ya que no incluimos aquí
la posibilidad de dejar herencias (no incluimos en la función de utilidad de
nuestro agente representativo el consumo de otros individuos) y debido al
supuesto de no saturación en el consumo (más consumo es mejor que menos),
sólo podría optimizar su función de utilidad no dejando ahorro al nal de
su vida. Por otra parte, el ahorro del segundo periodo tampoco puede ser
negativo dado que entonces el individuo dejaría una deuda impagada, esto
es, si existise esta posibilidad podríamos elevar nuestro nivel de consumo
sin tener que devolver la nanciación del mismo. Indudablemente nadie
estaría dispuesto a nanciar el consumo sabiendo que no íbamos a devolver
el préstamo.
Podemos resumir las dos restricciones presupuestarias en una sola, la
denominada restricción presupuestaria intertemporal, que simplemente con-
stata el hecho de que el valor actual del consumo debe ser igual al valor actual
de las rentas del individuo. De esta forma, (2.1) y (2.2) vienen dadas por:
Ct+1 = (1 + rt)(Wt   Ct)
Ct +
Ct+1
1 + rt
= Wt
En segundo lugar, el ahorro nancia la inversión bruta:
St = Kt+1   (1  )Kt
Supondremos además que la tasa de depreciación es del 100% en cada peri-
odo, es decir,  = 1, con lo cual además de ser más simple, aseguramos que
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el modelo tenga solución cerrada.
St = Kt+1
El problema de maximización restringida para el individuo puede resolverse
planteando el lagrangiano:
L(Ct; Ct+1; ) = u(Ct) + Etu(Ct+1) + 

Wt   Ct   Ct+1
1 + rt

en el que las variables de decisión son el consumo presente y futuro.
Las condiciones de optimización de primer orden son:
@L
@Ct
=
@u
@Ct
   = 0
@L
@Ct+1
= Et
@u
@Ct+1
  
1 + rt
= 0
@L
@
= Ct +
Ct+1
1 + rt
 Wt = 0
Eliminando el multiplicador auxiliar de Lagrange de las dos primeras, obten-
emos la ecuación de Euler del problema:
@u
@Ct
= (1 + rt)Et
@u
@Ct+1
Esta expresión, junto a la restricción presupuestaria nos permitirá calcular
el consumo óptimo en los dos periodos.
Como puede observarse el modelo analizado es una simplicación de los
modelos en los que se fundamentan las hipótesis modernas sobre la función
de consumo: la hipótesis del ciclo vital y de la renta permanente.
Si parametrizamos la función de preferencias del agente y por ejemplo
utilizamos una función de utilidad sencilla como la siguiente que presenta
elasticidad de sustitución constante
u(C) = lnC
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podemos resolver explícitamente para el consumo óptimo y el ahorro.
La ecuación de Euler queda como:
EtCt+1 = (1 + rt)Ct
Aplicando expectativas a la restricción presupuestaria e introduciendo en la
misma EtCt+1:
(1 + )Ct = Wt ) Ct = Wt
1 + 
y EtCt+1 =
(1 + rt)
1 + 
Wt
El ahorro y la inversión por tanto vienen dados por:
Kt+1 = St = Wt   Ct = 
1 + 
Wt ((2.3))
El consumo en ambos periodos depende de la renta salarial, mientras que el
ahorro depende positivamente de la renta del periodo t.
No podemos ir más allá si no introducimos algún supuesto adicional y
dejamos de considerar el salario como variable exógena.
Ampliemos el modelo y añadamos el problema al que se enfrentan las em-
presas asumiendo que éstas operan en mercados competitivos y la tecnología
viene descrita por una función del tipo Cobb-Douglas. Este modelo de equi-
librio general nos permitirá calcular las ecuaciones dinámicas para el stock
de capital y para la producción.
De forma análoga a los consumidores, las empresas maximizan benecios
sujetos a la restricción tecnológica y N = 1:
Max Yt  Wt   rtKt
sujeto a:
Yt = ZtK

t : 0 <  < 1
Las condiciones de primer orden son:
rt = ZtK
 1
t = 
Yt
Kt
: Wt = (1  )ZtKt
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Esto es, los factores se remuneran en equilibrio según su productividad mar-
ginal física.
Sustituyendo la expresión del salario en la inversión dada por (2.3) ob-
tendremos la ecuación dinámica del stock de capital:
Kt+1 =
(1  )
1 + 
ZtK

t
De esta forma, la ecuación que conecta el stock de capital futuro con el stock
de capital presente es una ecuación en diferencias no lineal y estocástica
debido al término Zt:
Dicha ecuación es estable, ya que partiendo de cualquier nivel de capital,
éste converge hacia el estado estacionario no estocástico, ya que 0 <  < 1:
El estado estacionario viene dado por:
K =

(1  )
1 + 
Z
 1
1 
) lnK = 1
1   ln
(1  )
1 + 
Z
Efectos de un shock de oferta.
La forma de analizar el efecto del shock de productividad a partir de
las solución para el stock de capital es comenzar linealizando la ecuación
dinámica para el stock de capital, lo cual es inmediato si aplicamos logaritmos
directamente a los dos miembros de la misma.
lnKt+1 = b+  lnKt + lnZt :

b = ln
(1  )
1 + 

Denotando en minúscula el logaritmo de las variables en mayúscula, las solu-
ción viene dada, tras aplicar el operador de retardos,.por:
kt+1(1  L) = b+ zt
kt+1 =
b
1  L +
zt
1  L ) kt+1 =
b
1   +
1X
i=0
izt i
De forma análoga, el output, el crecimiento del output, el consumo y el salario
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tienen las siguientes soluciones:
kt+1 = b+ kt + zt ) b+ zt
1  L = b+ yt ) yt = b+ yt 1 + zt
yt = yt 1 +zt
wt = kt+1 + ln

1 + 


) wt = b
1   +
zt
1  L + ln

1 + 


ct = wt   ln(1 + )) ct = b
1   +
zt
1  L   ln 
De manera clara las soluciones anteriores nos indican que un shock a
la función de producción eleva a corto plazo, el consumo, la producción, la
inversión y el salario real.
El mecanismo de transmisión supone que el shock tecnológico eleva la
producción a corto plazo y la productividad del trabajo; dado que la oferta
del mismo es ja, todo el ajuste se traduce en un aumento en el salario real.
El aumento de la productividad marginal del capital implicaría un aumento
en el tipo de interés que daría lugar a que el individuo sustituyese consumo
presente por consumo futuro, sin embargo, el efecto renta provocado por la
subida salarial supera a este efecto sustitución en el consumo y por tanto
éste aumenta.
Finalmente el ahorro o la inversión aumentan.
La transmisión dinámica del shock de productividad recae ahora en el
stock de capital, kt+1, que ejerce un efecto positivo sobre la producción, yt;
a través de la función de producción.
La perturbación tecnológica, al inuir en el stock de capital genera una
respuesta serialmente correlacionada en el output.
Si deseamos obtener los efectos dinámicos de un shock a la productividad
sobre las variables del modelo, debemos modelizar el proceso que sigue dicho
shock tecnológico.
Supongamos que el shock tecnológico sigue el siguiente proceso:
lnZt = (1  ) lnZ +  lnZt 1 + "t : "t v iid(0; 2")
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donde "t es ruido blanco y 0   < 1 y lnZ es el nivel de estado estacionario
de la tecnología, en ausencia de perturbaciones.
zt = z +
1
1  L"t
La expresión dinámica para el output en función de dicha perturbación
viene dada por:
yt = b+ yt 1 + z +
1
1  L"t
yt =
b+ z
1   +
1
1  L
1
1  L"t ((2.4))
Desarrollando esta expresión:
yt =
b+ z
1   + "t+ (+ )"t 1+ (
2++ 2)"t 2+ :::+
iX
j=0
ji j"t i+ :::
El cálculo de los multiplicadores dinámicos nos da la cuantía en la que shock
de productividad afecta al output para cualquier horizonte temporal k.
@yt
@"t k
=
@yt+k
@"t
=
iX
j=0
jk j"t+k i
Podemos calcular cómo se ve afectado el output ante una perturbación aleato-
ria que eleva el nivel de productividad en un momento t, esto es, supongamos
que "t 6= 0; "t+i = 0 8i 6= 0:
En el caso más sencillo, en el que el parámetro autorregresivo de la per-
turbación es cero, la perturbación es meramente transitoria y sus efectos en
la producción de limitado alcance en el tiempo, ya que:
@yt
@"t k
=
@yt+k
@"t
= k ) l{m
k!1
@yt+k
@"t
= l{m
k!1
k ! 0
En este caso, el coeciente de autocorrelación serial en las variables es igual
a ; y una perturbación transitoria no eleva de forma permanente ninguna
de las variables del modelo. En otras palabras, el efecto a largo plazo de un
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shock que siga un proceso ruido blanco es nulo.
Si la perturbación es más persistente,  > 0 pero inferior a la unidad, los
multiplicadores dinámicos tendrían las siguientes expresiones:
@yt
@"t
= 1 :
@yt+1
@"t
= +  :
@yt+2
@"t
= 2 + + 2
La evolución dinámica del output tiene forma de joroba, aumenta hasta el
periodo 2 y comienza a decaer a partir de ese momento hasta alcanzar su
estado estacionario inicial. La correlación serial en la producción depende
del parámetro de la función de producción y de la persistencia del shock de
productividad.
Más interesante es observar lo que sucede si suponemos que la produc-
tividad sigue un paseo aletario con deriva, esto es:
lnZt = gZ + lnZt 1 + "t : "t v iid(0; 2")
donde gZ es la tasa de crecimiento de la tecnología en ausencia de perturba-
ciones. En este caso, una innovación en la productivdad, "t; tiene un efecto
permanente sobre la misma, o lo que es lo mismo, el proceso estocástico que
sigue la productividad tiene una raíz unitaria.
A efectos del cálculo de los multiplicadores, las expresiones anteriores
continúan siendo válidas y como podemos observar, los efectos a corto y largo
plazo de la perturbación son muy diferentes a los anteriormente calculados.
La única diferencia es que la producción ahora no es estacionaria, sino que
crece en el tiempo a la tasa gZ :
Para cualquier horizonte temporal, tendremos que:
@yt
@"t k
=
@yt+k
@"t
=
kX
k=0
k
l{m
k!1
@yt+k
@"t
= l{m
k!1
kX
k=0
k ! 1
1  
El nivel de output se ha elevado a largo plazo en una cuantía 1
1  :
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La ecuación dinámica para la producción, (2.4) viene dada ahora por la
siguiente expresión donde por simplicidad hemos supuesto b+z
1  = 0
yt = yt 1 + gZt+
t 1X
i=0
"t i
y resolviendo por sustitución recursiva hacia atrás, la ecuación para el shock
tecnológico puede expresarse como:
zt = gZ + "t ) zt = gZt+
t 1X
i=0
"t i
Sustituyendo la expresión en la ecuación dinámica del output y aplicando el
operador de retardos, la solución para la producción es:
yt =
gZ
1  Lt+
1
1  L
t 1X
i=0
"t i
yt = gZ
1X
i=0
i(t  i) +
1X
j=0
jLj
 
t 1X
i=0
"t i
!
yt =   g
(1  )2+
g
1  t+
t 1X
i=0
"t i+
tX
i=1
"t i+2
t+1X
i=2
"t i+:::+i
t+i 1X
i=i
"t i+:::
Para cualquier "t k la expresión anterior en términos de desviaciones respecto
su senda de crecimiento viene dada por:
y^t =
iX
j=0
j"t i (0 < j  i)
y^t+k =
iX
j=0
j"t+k i
Una perturbación transitoria en t, tal como "t 6= 0; "t+i = 0 8i 6= 0, eleva
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de forma permanente el nivel de producción en la siguiente cuantía.
l{m
k!1
@y^t+k
@"t
=
1
1  
Aunque el nivel de output ha aumentado de nivel de forma permanente,
por contra su tasa de crecimiento a largo plazo no se ve afectada.
La ecuación dinámica para la tasa de crecimiento de la producción sabe-
mos que viene dada por:
yt = yt +zt
yt = gZ + yt + "t
Ecuación cuya solución es
yt =
gZ
1   +
1X
i=0
i"t i
La tasa de crecimiento a largo plazo del output viene dada por:
y =
gZ
1  
que es independiente del shock y sí depende de la tasa de crecimiento medio
del progreso tecnológico. Los multiplicadores dinámicos son
@ (yt+k)
@"t
= k
Por tanto, un shock aleatorio que eleve de forma permanente la productividad
tiene un efecto nivel sobre el output, esto es, lo eleva de forma permanente.
Dicho de otra forma, la perturbación eleva la tasa de crecimiento del output
a corto plazo pero no a largo plazo.
En suma, como resultado de la acumulación de capital, el crecimiento de
la producción está correlacionado con un coeciente de correlación igual a .
Por otra parte, el proceso concreto que sigue el output viene determinado
por el proceso estocástico que siga el shock de productividad, de tal manera
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que sólo perturbaciones muy persistentes pueden generar un efecto autocor-
relacionado en el tiempo.
2.1.1. Generalización a innitos periodos.
El análisis anterior puede fácilmente generalizarse a innitos periodos y
obtener las mismas conclusiones.
La estructura es prácticamente la misma, sólo que el consumidor repre-
sentativo maximiza la función de utilidad.
u(C) =
1X
t=0
t lnCt
La restricción de recursos es:
Yt = Ct + It ((2.5))
y la ley dinámica del stock de capital viene dada por:
Kt+1 = (1  )Kt + It ((2.6))
Finalmente, nuestro consumidor tiene un stock de capital inicial dado, K0 y
la tecnología que nos resume la función de producción viene dada por:
Yt = ZtK

t ((2.7))
El problema puede resolverse secuencialmente utilizando el enfoque de
programación dinámica, dada la estructura recursiva del mismo. Al comienzo
de cualquier periodo, la utilidad que el planicador social puede ofrecer al
individuo depende sólo de Kt, y del estado de la tecnología dado por Zt; esto
es, tanto la cantidad de capital disponible al comienzo del periodo, como el
shock son las variables de estado del problema; por contra las variables de
elección son Ct y Kt+1, el individuo elige cuánto consumir y cuánto capital
desea llevar al periodo siguiente, es decir, cuanto ahorrar.
El enfoque que seguiremos para su resolución es el denominado del plani-
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cador social (social planner) y la técnica de programación dinámica basada
en la ecuación funcional de Bellman.
Por tanto, nuestro agente representativo maximiza:
V (Kt; Zt) = maxfCt;Kt+1g
[u(Ct) + V (Kt+1; Zt+1)]
sujeto al conjunto de restricciones anteriores, (2.5), (2.6) y (2.7) que pueden
resumirse en una:
Ct +Kt+1 = F (Kt; Zt) + (1  )Kt
Con este planteamiento podemos caracterizar las reglas de decisión óptimas
en casos muy particulares. Dichas reglas óptimas o policy functionsnos
dan la solución para las variables de decisión en función de las variables de
estado:
Kt+1 = K(Kt; Zt) : Ct = C(Kt; Zt)
Encontrar una solución cerrada del problema implica suponer que la tasa
de depreciación debe ser igual a la unidad,  = 1 y la función de utilidad
debe ser logarítmica.
Un método de solución muy utilizado es el de prueba y vericación (guess
and verify). Dada la función de utilidad logarítmica, podemos probar que
V (Kt; Zt) = a+ 1 lnKt + 2 lnZt
satisface la solución, y donde a, 1 y 2 son parámetros indeterminados.
Sustituyendo esta expresión en la ecuación de Bellman.
V (Kt; Zt) = maxfCt;Kt+1g
[u(Ct) + Et (a+ 1 lnKt+1 + 2 lnZt+1)]
sujeto a:
Kt+1 = ZtK

t   Ct
restricción que sustituida en la ecuación funcional, nos permite derivar la
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condición de optimización de primer orden:
V (Kt; Zt) = maxfCtg
[u(Ct) +  (a+ 1 ln (ZtK

t   Ct) + 2 lnZt+1)]
que viene dada por:
dV
dCt
=
1
Ct
  1
1
ZtKt   Ct
= 0) Ct = ZtK

t
1 + 1
=
Yt
1 + 1
Por tanto:
Kt+1 = Yt   Ct = 1
1 + 1
Yt =
1
1 + 1
ZtK

t
Las reglas de decisión nos generan una solución tal que el stock de capital
futuro y el consumo son funciones lineales del output.
Una vez calculadas dichas reglas debemos vericar si las mismas verican
la ecuación de Bellman con la forma funcional probada como solución y
calcular los coecientes indeterminados.
V (Kt+1; Zt+1) = a+ 1 lnKt+1 + 2 lnZt+1
V (Kt+1; Zt+1) = a+ 1 ln

1
1 + 1
ZtK

t

+ 2 lnZt+1
Identicando en la ecuación de Bellman.
a+1 lnKt+1 lnZt = ln

ZtK

t
1 + 1

+Et

a+ 1 ln

1
1 + 1
ZtK

t

+ 2 lnZt+1

El parámetro indeterminado importante es 1 ya que es el único que aparece
en nuestras reglas óptimas14. De la igualdad anterior deducimos:
1 = + 1 ) 1 =

1  
Finalmente las reglas de decisión óptimas son:
Ct = (1  )ZtKt ) ct = ln(1  ) + kt + zt
14Note que para el cálculo de 2 debemos suponer que la tecnología sigue un determinado
proceso estocástico que nos permita el cálculo de Et ln zt+1:
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Kt+1 = ZtK

t ) kt+1 = ln() + kt + zt ((2.8))
A partir de anteriores podemos calcular rápidamente el proceso dinámico que
sigue la producción.
yt = zt + kt
aplicando el operador de retardos a la dinámica del stock de capital.
(1  L)kt+1 = ln() + zt
yt = zt + 

ln() + zt 1
1  L

yt+1 =  ln() + yt + zt
Supongamos dos casos extremos para modelizar el shock tecnológico.
En primer lugar, el shock no tiene persistencia alguna.
zt = "t ) Etzt+1 = 0
La solución para el output y los multiplicadores dinámicos vienen dados por:
yt =
1X
i=0
i"t i :
@ ln yt+i
@"t
= i
Esto es, dada una perturbación transitoria, el output aumenta a corto plazo,
pero el efecto de la perturbación va desapareciendo conforme pasa el tiempo.
Por contra, si:
zt = zt 1 + "t ) Etzt+i = zt
yt =
1X
i=0
izt i
y la secuencia de multiplicadores es:
@yt+k
@"t+1
=
1X
i=0
i =
1
1  
esto es, dada una perturbación, el output se eleva de forma permanente a
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largo plazo.
Como vemos la generalización a innitos periodos presenta las mismas
características que el modelo con dos periodos.
2.2. El modelo de Ramsey-Cass-Koopmans
con shocks de productividad
aditivos.
El modelo básico de equilibrio general dinámico se suele conocer con el
nombre de Ramsey-Cass-Koopmans15 y forma la base de la moderna teoría
del crecimiento económico mientras que el trabajo pionero en el análisis del
modelo de crecimiento estocástico se encuentra en el artículo de Brock y
Mirman (1972).
En este caso consideraremos un horizonte de optimización para innitos
periodos y donde supondremos que los shocks de productividad son aditivos
y por tanto no afectan a la productividad marginal del capital, que supon-
dremos constante. De nuevo asumiremos una tasa de depreciación del 100 %
y obtendremos una solución cerrada para las variables del modelo.
Nuestro agente representativo resuelve el siguiente problema:
Max Et
1X
t=0
tu(Ct) = Et
1X
t=0
t

Ct   b
2
C2t

: C <
1
b
: b < 0
La utilización de esta función cuadrática obedece a que con la misma se
obtiene el resultado conocido como equivalencia cierta, esto es, se obtiene el
mismo resultado bajo condiciones de certidumbre que de incertidumbre.
15Frank Ramsey, matemático inglés, escribió el primer modelo con optimización
dinámica en 1928. Su objetivo era cuanto podría ahorrar como máximo una economía
dada la restricción de recursos. Su modelo es el prototipo para estudiar asignación óptima
intertemporal de recursos.
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Las restricciones del problema son:
Kt+1 + Ct = Yt
Yt = F (Kt; Zt) = (1 + r)Kt + Zt
junto a la condición de transversalidad que se deduce a partir de la ecuación
de Euler y signica que el valor actual del capital en el innito debe ser cero.
l{m
t!1
(t
t
0
Kt+1) = 0
Planteando el lagrangiano del problema:
L(Ct; Kt+1; t) =
1X
t=0
t

Et

Ct   b
2
C2t

  t (Kt+1 + Ct   (1 + r)Kt   Zt)

Las condiciones de optimización de primer orden, para todo i = 0; 1; 2::t:,vienen
dadas por:
@L
@Ct
= tEt(1  bCt)  tt = 0) 1  bCt = t ((2.9))
@L
@Kt+1
= Et
 tt + t+1t+1((1 + r) = 0) t = (1+r)Ett+1 ((2.10))
@L
@t
= Kt+1 + Ct   ((1 + r)Kt + Zt) = 0) Kt+1 + Ct = (1 + r)Kt + Zt
((2.11))
Podemos eliminar el multiplicador de Lagrange y obtener un sistema en las
dos variables de decisión, Ct y Kt+1:
A partir de (2.9) y (2.10) obtenemos la conocida ecuación de Euler para el
consumo. Su interpretación es como sigue: a lo largo de la senda óptima, las
variaciones en los niveles de utilidad entre los dos periodos deben ser iguales,
por tanto, la disminución de utilidad derivada de consumir hoy menos debe
ser igual al incremento de utilidad derivado de consumir más en términos de
valor actual.
1  bCt = Et ((1  bCt+1)(1 + r))
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Dado que los individuos desean obtener niveles constantes en el consumo
presente y futuro, supondremos que (1 + r) = 1 o lo que es lo mismo, la
tasa de rendimiento neta del capital es igual a la tasa de descuento subjetivo
del individuo16.
El sistema (2.9), (2.10) y (2.11) viene dado por:
EtCt+1 = EtCt+i = Ct
Kt+1 + Ct = (1 + r)Kt + Zt = Yt ((2.12))
Las soluciones para el consumo y el ahorro nos permitirán poder calcular el
efecto de los shocks a la función de producción.
La restricción de recursos (2.11) es en sí una ecuación dinámica de primer
orden que puede resolverse mediante iteraciones sucesivas hacia delante.
Kt =
1
1 + r
Kt+1 +
1
1 + r
(Ct   Zt)
Kt+1 =
1
1 + r
Kt+2 +
1
1 + r
Et(Ct+1   Zt+1)
Y sustituyendo en la anterior:
Kt =

1
1 + r
2
Kt+2 +
1
1 + r
(Ct   Zt) +

1
1 + r
2
Et(Ct+1   Zt+1)
En general para T + 1 periodos hacia delante:
Kt =

1
1 + r
T+1
Kt+T+1 +
1
1 + r
TX
i=0

1
1 + r
i
Et(Ct+i   Zt+i)
Dado que la serie para el stock de capital está acotada superiormente, fkt+T+1g <
16Si la tasa de descuento subjetiva es distinta del tipo de interés real, las utilidades
marginales para el consumo serían distintas y por tanto, el consumo o bien aumentaría o
bien disminuiría sin límite. Por tanto, para obtener un estado estacionario no estocástico
debemos asumir que  = r o (1 + r) = 1: En este caso, los individuos desean suavizar el
consumo, lo cual es consistente con los datos.
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1 y además l{m
T!1
 
1
1+r
T+1 ! 0 , podemos escribir la solución como:
Kt =
1
1 + r
1X
i=0

1
1 + r
i
Et(Ct+i   Zt+i) ((2.13))
Dada la senda para el consumo, EtCt+i = Ct, podemos despejar éste y por
tanto:
Ct = rKt +
r
1 + r
1X
i=0

1
1 + r
i
EtZt+i ((2.14))
El consumo depende del stock de capital y de los valores futuros que pueda
tomar la perturbación tecnológica.
Sustituyendo la expresión (2.13) en (2.12) obtenemos la inversión:
Kt+1 = (1 + r)Kt + Zt   rKt   r
1 + r
1X
i=0

1
1 + r
i
EtZt+i
Por tanto:
Kt+1  Kt = Zt   r
1 + r
1X
i=0

1
1 + r
i
EtZt+i
Kt+1  Kt = 1
1 + r
 
Zt   r
1X
i=1

1
1 + r
i
EtZt+i
!
((2.15))
El aumento en el stock de stock de capital depende de la diferencia entre
la tecnología hoy y de los valores descontados esperados para los niveles
tecnológicos futuros.
Un proceso estocástico sencillo que nos permite simultanear efectos per-
manentes y transitorios de las perturbaciones es el siguiente:
Zt = Zt 1 + "t   "t 1 : jj < 1
Si  ! 0, el proceso se convierte en un paseo aleatorio mientras que si  ! 1
el proceso se convierte en un ruido blanco. Para 0 <  < 1, la perturbación
ejerce un efecto permanente en la tecnología, pero inferior a su efecto inicial,
y al contrario, si  1 <  < 0, el efecto de la perturbación sobre el nivel
tecnológico es mayor que su efecto inicial.
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Esto es fácil de comprobar, calculando el efecto a largo plazo de la per-
turbación aleatoria "t sobre el nivel tecnológico Zt:
@Zt+k
@"t
= 1  
Calculando su expectativa para cualquier periodo futuro:
EtZt+i = Zt   "t
Sustituyendo en el consumo, (2.14) y en la inversión, (2.15):
Ct = rKt + Zt   "t
Kt+1  Kt = 
1 + r
"t ) Kt+k+1 = Kt + 
1 + r
kX
i=0
"t+k i
La variación en el consumo y del output en función de las perturbaciones
puede deducirse de la siguiente manera:
Ct+1 Ct = r
1 + r
"t+"t+1 "t "t+1+"t ) Ct+1 = r
1 + r
"t+(1 )"t+1
Yt+1   Yt = (1 + r)Kt+1 + Zt+1   (1 + r)Kt   Zt
Yt+1   Yt = (1 + )"t   "t 1
En el caso de que la tecnología siguiese un paseo aleatorio,  = 0; un shock
tecnológico transitorio, que eleva de forma permanente el nivel tecnológico,
tendría el efecto de elevar el consumo y el output de forma permanente y en
la misma cuantía, dejando inalterado el stock de capital.
Ct+1   Ct = "t+1 : Yt+1   Yt = "t : Kt = Kt 1
Yt
"t
=
Ct
"t
= 1 :
Kt+1
"t
= 0
El consumo y la producción tendrían una raíz unitaria.
Para valores de  positivos e inferiores a la unidad, el incremento en el
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stock de capital sería permanente y tendría una raíz unitaria. En este caso,
el consumo y la producción también aumentarían.
En el caso límite de  = 1; la acumulación de capital sería máxima y el
consumo sólo aumentaría de forma inducida por los aumentos de capital.
Ct+1   Ct = r
1 + r
"t : Yt = Yt 1 + 2"t   "t 1 : Kt+1  Kt = 1
1 + r
"t
Curiosamente, perturbaciones modelizadas de forma aditiva, además de
asumir que el tipo de interés es constante e independiente del nivel de cap-
ital conducen a unos resultados contrarios a los del modelo anterior. Esto
es, perturbaciones transitorias que elevan el nivel de la tecnología de forma
permanente conducen a una nula acumulación de capital, mientras que per-
turbaciones meramente transitorias lo elevan de forma permanente.
En este ejemplo vemos un caso extremo donde la forma de modelizar la
perturbación de oferta incide de manera radical en los valores de equilibrio a
corto y largo plazo de las variables endógenas.
El caso  = 0 supone que el consumo sigue un paseo aleatorio, resultado
que demostró Hall (1978) precisamente con el tipo de función de utilidad que
hemos utilizado en este ejemplo y que implica el deseo de los individuos de
mantener unos niveles muy estables de consumo.
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2.3. Un modelo de crecimiento neoclásico
estocástico general.
Los modelos anteriores pueden ser modicados en dos aspectos: en primer
lugar, vamos a suponer ahora que la tasa de depreciación es igual a 0 y los
shocks tecnológicos entran en la función de producción de forma algo distinta.
En este caso no es posible obtener una solucion general cerrada pero es posible
resolver el modelo analíticamente log-linealizando las condiciones de primer
orden en un entorno del estado estacionario estocástico.17
De nuevo, el agente representativo maximiza una función de utilidad log-
arítmica y separable en el tiempo.
u(Ct) = Et
" 1X
t=0
t lnCt
#
sujeto a las restricciones habituales:
La función de producción del tipo Cobb-Douglas.
Yt = Z
1 
t K

t
La restricción de recursos:
Yt = Ct + It
y la ecuación de acumulación del stock de capital donde Kt es condición
inicial del problema.
Kt+1 = (1  )Kt + It ) Kt+1  Kt = It : ( = 0)
De nuevo para su resolución planteamos la ecuación de Bellman.
V (Kt; Zt) = MaxfCt;Kt+1g
[lnCt + EtV (Kt+1; Zt+1)]
17Esta técnica es con diferencia la más utilizada en cualquier artículo que implique la
solución de un modelo de equilibrio general dinámico.
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sujeto a la restricción:
Kt+1 = Kt + Z
1 
t K

t   Ct
La condición de primer orden:
@V
@Ct
= u0(Ct) + Et

@V
@Kt+1
@Kt+1
@Ct

= 0 ((2.16))
junto a la condición de envolvente o condición de Benveniste-Scheinkman:
@V
@Kt
= 
@V
@Kt+1
@Kt+1
@Kt
((2.17))
Teniendo en cuenta:
u0(Ct) =
1
Ct
:
@Kt+1
@Ct
=  1 : @Kt+1
@Kt
= 1 + Z1 t K
 1
t
podemos expresar la condición de primer orden (2.16) como:
1
Ct
= Et
@V
@Kt+1
= t
Y adelantando un periodo la condición que nos da la envolvente:
@V
@Kt+1
= 
@V
@Kt+2
(1 + Z1 t+1 K
 1
t+1 )
t = Ett+1(1 + Z
1 
t+1 K
 1
t+1 )
Por tanto, el sistema no lineal solución del modelo nalmente viene dado por:
1
Ct
= t ((2.18))
t = Ett+1

1 + 
Yt+1
Kt+1

((2.19))
Yt = Z
1 
t K

t ((2.20))
Kt+1 = Kt + Z
1 
t K

t   Ct ((2.21))
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en el que las variables endógenas son el consumo, el stock de capital Kt+1,
el multiplicador de Lagrange y la producción, mientras que las variables de
estado son el stock de capital existente en el periodo t y el shock a la función
de producción.
Cálculo del estado estacionario no estocástico.
Denotando a las variables sin subíndice temporal el correspondiente valor
de equilibrio a largo plazo o estado estacionario, obtenemos:
Y = C =
1

:
C
K
=
Y
K
=
1  

R = 1 + 
Y
K
=
1

donde R es el rendimiento bruto del capital.
Log-linealización y solución del sistema.
El sistema original es no lineal, pero puede transformarse en lineal a través
de la log-linealización en un entorno de su estado estacionario.
Cada variable ahora vendrá denida por su desviación logarítmica re-
specto su estado estacionario.
X^t = lnXt   lnX =  lnXt ' dX
X
En (2.18) aplicamos logaritmos y diferenciamos:
1
Ct
= t )  d lnCt = d lnt ) C^t =  ^t ((2.22))
En segundo lugar, (2.19), la ecuación de Euler para el consumo.
t = Ett+1Rt+1 ) 1
Ct
= Et

Rt+1
Ct+1

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donde Rt+1 = 1 + 
Yt+1
Kt+1
. En condiciones de incertidumbre, habría que
suponer que Rt+1
Ct+1
sigue una distribución log-normal18, de tal forma que:
1
Ct
= Et exp

ln

Rt+1
Ct+1

1
Ct
=  exp

Et lnRt+1   Et lnCt+1 + 1
2
EtV ar ln

Rt+1
Ct+1

Tomando logaritmos:
  lnCt = ln  + Et lnRt+1   Et lnCt+1 + 1
2
EtV ar ln

Rt+1
Ct+1

En estado estacionario,1
2
EtV ar ln

Rt+1
Ct+1

es constante. Diferenciando, obten-
emos la relación entre el crecimiento esperado en el consumo y el rendimiento
bruto del capital:
EtC^t+1   C^t = EtR^t+1 ) Et^t+1 = ^t + EtR^t+1 ((2.23))
En la función de producción procedemos de igual forma:
d lnYt = (1  )d lnZt + d lnKt
Y^t = (1  )Z^t + K^t ((2.24))
La restricción de recursos, diferenciada:
Kt+1 = Kt + Z
1 
t K

t   Ct
dKt+1 = dKt + d(Z
1 
t K

t )  dCt
dKt+1
K
K =
dKt
K
K + d((1  )K
Z1 t
K
dZt
Z
+

K
Z1 t K

t
dKt
K
)  C
K
dCt
C
18Para poder utilizar el siguiente resultado: si una variable aleatoria Yt  logN ) Yt =
exp (lnYt)
Y: E(exp(lnYt)) = exp

(E(Y ) + 12
2
Y

:
La deducción puede verse en Obstfeld y Rogo¤ (1999, pag 504).
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K^t+1 =

1 + 
Y
K

K^t   C
K
C^t + (1  )Y
K
Z^t
En estado estacionario Y
K
= 1 

.
K^t+1 =
1

K^t   1  

C^t +
(1  ) (1  )

Z^t ((2.25))
Finalmente:
Rt+1 = 1 + 
Yt+1
Kt+1
d lnRt+1 =
d

1 +  Yt+1
Kt+1

1 +  Yt+1
Kt+1
= 
KdYt+1   Y dKt+1
K2
R^t+1 = 
Y
K
h
Y^t+1   K^t+1
i
= (1  )
h
Y^t+1   K^t+1
i
((2.26))
El sistema de cinco ecuaciones, (2.22), (2.23), (2.24), (2.25) y (2.26) puede
ser reducido a uno dinámico de dimensión dos para las variables de coestado
t y para K^t+1:
Sustituyendo (2.26) y (2.24) en (2.23) obtenemos:
Et^t+1   (1  )(1  )K^t+1 = ^t   (1  )(1  )EtZ^t+1 ((2.27))
Y sustituyendo (2.22) en (2.25):
K^t+1 =
1

K^t +
1  

^t +

(1  )(1  )


Z^t ((2.28))
El sistema en forma matricial puede escribirse de la siguiente manera:"
1  (1  )(1  )
0 1
#"
Et^t+1
K^t+1
#
=
=
"
1 0
1 

1

#"
^t
K^t
#
+
(1  )(1  )

"
 EtZ^t+1
Z^t
#
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"
Et^t+1
K^t+1
#
=
"
1 + a21 a22
a21 a22
#"
^t
K^t
#
+
+


"
 EtZ^t+1 + (1  )(1  )Z^t
Z^t
#
donde:
a11 = 1 +
(1  )(1  )2

: a12 =
(1  )(1  )

a21 =
1  

: a22 =
1

:  = (1  )(1  )
Las raíces de la matriz de coecientes del sistema verican:
P () = 2   (1 + 2)+ 12 = 0
1 + 2 = 1 +
1

+
(1  )(1  )2

> 2 : 12 =
1

> 1
y por tanto:
1 < 1 2 > 1
El sistema tiene solución porque verica las condiciones de Blanchard y Kahn
(1980) tiene una raíz mayor que uno y otra inferior a uno, y nuestro sistema
presenta una variable predeterminada, K^t+1 y otra variable forward.
Utilizando el operador de retardos, el sistema viene dado por:
(1  1L)(1  2L)
"
Et^t+1
K^t+1
#
=
=
"
1  a22L a22L
a21L 1  (1 + a21)L
#(


"
 EtZ^t+1 + Z^t
Z^t
#)
Finalmente, invertimos la matriz de coecientes y podemos calcular las solu-
ciones para Et^t+1 y K^t+1 y donde la perturbación de oferta sigue el siguiente
proceso:
lnZt+1 = (1  ) lnZ +  lnZt 1 + "t+1 : 0   < 1
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Z^t+1 = Z^t + "t+1
(1  1L)Et^t+1 =  
 1
2 F
1   i2 F


h
(1  a22L)( EtZ^t+1 + Z^t) + a22LZ^t
i
(1 1L)K^t+1 =  
 1
2 F
1   i2 F


h
a21L( EtZ^t+1 + Z^t) + (1  (1 + a21)L) Z^t
i
Operando las dos expresiones, el resultado nal viene dado por:
(1  1L)Et^t+1 = (1  )(1  )


2    [ (  1)  (1  )] Z^t
(1  1L)K^t+1 = (1  )(1  )

1
2    [1  ] Z^t
Con estas soluciones para los valores esperados de las variables sustitu-
imos en el sistema original linealizado. Consideramos los dos casos extremos
para la persistencia de la perturbación.
En primer lugar, si la perturbación aleatoria tiene un efecto permanente
en el shock de oferta, entonces  = 1:En segundo lugar, si la perturbación
ejerce un efecto transitorio en el shock de oferta, entonces  = 0:
Para  = 1, las soluciones del sistema vienen dadas por:
(1 1L)Et^t+1 =  (1  )(1  )
2

1
2   1Z^t ) Et^t+1 = 1^t  (1  1) Z^t
(1  1L)K^t+1 = (1  )(1  )
2

1
2   1Z^t ) K^t+1 = 1K^t + (1  1) Z^t
Sustituyendo dichas soluciones en las ecuaciones dinámicas (2.27) y (2.28)
obtenemos tanto la senda óptima como la senda de equilibrio de punto de
silla (saddle-path).
La senda de equilibrio viene dada por:
Et^t+1   (1  )(1  )K^t+1 = ^t   (1  )(1  )EtZ^t+1
(1   1) ^t+(1 1)Z^t = (1 )(1 )(1K^t+(1 1)Z^t)  (1 )(1 )Z^t
94
^t =  (1  )(1  )
1  1 1K^t +

(1  )(1  )
1  1 1   1

Z^t
La solución óptima para el capital es:
K^t+1 =
1

K^t +
1  

^t +

(1  )(1  )


Z^t
K^t+1 =

1

  (1  )(1  )
2
 (1  1) 1

K^t+
+

 1  

+
(1  )(1  )
1  1 1 +
(1  )(1  )


Z^t
K^t+1 = 1K^t + (1  1) Z^t
Con lo que las soluciones para consumo y output son:
C^t =
(1  )(1  )
1  1 1K^t +

1  (1  )(1  )
1  1 1

Z^t
Y^t = K^t + (1  )Z^t
Los efectos a corto y largo plazo de una perturbación a la función de produc-
ción pueden calcularse a partir de las ecuaciones dinámicas para cada una de
las variables.
Dado que cada una depende de K^t y el capital sigue la siguiente ley
dinámica es inmediato obtener las siguientes expresiones:
K^t+1 =
(1  1)
1  1LZ^t
C^t+1 = 1C^t +

1 + 1   1
1  1

Z^t   1

1  1
1  1

Z^t 1
Y^t+1 = 1Y^t + (  1)Z^t + (1  )Z^t+1
De esta forma, el efecto, para cualquier horizonte temporal de las perturba-
ciones vienen dados por:
@C^t+k
@"t
= 1  (1  )(1  )
1  1 
k+1
1 ) l{m
k!1
@C^t+k
@"t
= 1
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@Y^t+k
@"t
= 1  k1 ) l{m
k!1
@Y^t+k
@"t
= 1 ((2.29))
@K^t+1+k
@"t
= 1  k+11 ) l{m
k!1
@K^t+1+k
@"t
= 1 ((2.30))
El mecanismo de transmisión de la perturbación es análogo a los que hemos
visto anteriormente. El shock de productividad afecta de forma positiva al
output, al consumo y a la inversión pero la persistencia o la transmisión del
impacto en el tiempo viene guiado por la acumulación de capital, esto es, el
aumento en K^t+1 aumenta la producción Y^t+1. A largo plazo, el aumento de
todas las variables es permanente si la perturbación aleatoria ejerce un efecto
permanente sobre la función de producción.
El impacto del shock tecnológico sobre el rendimiento bruto del capital
es positivo, dado que:
Rt = 1 + 
Yt
Kt
Al siguiente periodo, Rt+1 = 1 + 
Yt+1
Kt+1
el rendimiento bruto del capital
baja ligeramente debido a la ley de los rendimientos decrecientes, esto es, la
producción aumenta menos de lo que lo hace el capital como puede observarse
en (2.29) y (2.30).
Si  = 0 los resultados son los siguientes:
K^t+1 =
1

1
1  1L"t
Y^t = K^t + (1  )"t : Y^t+1 = 1Y^t   (1(1  )  1) "t
C^t =
1
1  1 K^t +
2
 (1  1)1"t : C^t+1 = 1C^t +
1


1 +

1  1

"t
Los respectivos multiplicadores reejan que la perturbación sólo tiene un
efecto limitado en el tiempo, a largo plazo, las variables vuelven a sus valores
de estado estacionario inicial.
@Y^t+k
@"t
= k1 ) l{m
k!1
@Y^t+k
@"t
= 0
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2.4. El papel de la elasticidad de sustitución
intertemporal en el consumo.
En este epígrafe vamos a resolver analíticamente el modelo de crecimiento
con el método de coecientes indeterminados propuesto por Campbell (1994)
el cual permite derivar de forma directa la respuesta de las variables endóge-
nas a los shocks en las variables exógenas.
La especicación del modelo es la standard, con tres diferencias: en primer
lugar, las variables endógenas siguen una senda de crecimiento equilibrado
en la cual la tecnología, el stock de capital, la producción y el consumo
crecen a la misma tasa común determinada por el crecimiento del progreso
tecnológico. Sólo en estado estacionario el rendimiento bruto del stock de
capital, y por tanto, el tipo de interés real son constantes; en segundo lugar,
la tasa de depreciación del stock de capital es positiva e inferior a la unidad
y en tercer lugar, la función de utilidad no es logarítmica, sino una función
con elasticidad de sustitución constante.
El agente representativo maximiza una función objetivo sujeta a las re-
stricciones pertinentes.
Por tanto, el problema viene planteado por:
MaxE0
1X
t=0
t
C1 t
1  
sujeto a las siguientes restricciones:
Yt = Ct + It
Yt = Z
1 
t K

t
Kt+1 = (1  )Kt + It
Nt = 1
Zt+1 = gZZt )  lnZt+1 = gZ   1
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La tasa de crecimiento del progreso tecnológico viene dada por gZ   1:
La función de utilidad es frecuentemente utilizada en los modelos de op-
timización intertemporal. Es una función CRRA (Constant Relative Risk
Aversión) o función isoelástica o de constante elasticidad de sustitución.
Cuando el parámetro de la función,  ! 1; la función de utilidad es u(Ct) =
lnCt: La elasticidad de sustitución en el consumo entre dos momentos del
tiempo es constante e igual a c = 1 : El parámetro  es también el coeciente
de aversión relativa al riesgo denido como  u00(Ct)Ct=u0(Ct) que es además
la elasticidad de la utilidad marginal del consumo con respecto a él mismo.
Sustituyendo la restricción de recursos y la función de producción en la
ley dinámica del capital, obtenemos la única restricción del problema.
Planteando de nuevo el lagrangiano, obtenemos las condiciones de primer
orden del problema.
L(Ct; Kt+1; t) = E0
1X
t=0
t

C1 t
1     t(Kt+1   (1  )Kt   Z
1 
t K

t + Ct)

La resolución del problema anterior implica las siguientes condiciones de
primer orden:
@L
@Ct
= C t   t = 0 ((2.32))
@L
@Kt+1
=  tt + t+1Et[t+1((1  ) + Z1 t+1 K 1t+1 )] = 0 ((2.33))
@L
@t
= Kt+1   (1  )Kt   Z1 t Kt + Ct = 0 ((2.34))
De nuevo denimos el rendimiento bruto del capital, Rt+1 como 1+ rt+1:
Dado que el tipo de interés real más la tasa de depreciación es igual a la
productividad marginal del capital, Rt+1 vendrá dado por:
Rt+1 = 1 + rt+1 = 1 + FK(t+1)    ((2.35))
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Para la función C Cobb-Douglas, Rt+1 viene dado por:
Rt+1 = (1  ) + Z1 t+1 K 1t+1
Sustituyendo el multiplicador de Lagrange de (2.32) en (2.33) y utilizando
(2.35), obtenemos la ecuación de Euler del modelo.
C t = Et[C
 
t+1Rt+1]
Cálculo del crecimiento de estado estacionario.
Al haber supuesto que la tecnología crece a la tasa bruta gZ =
Zt+1
Zt
;el es-
tado estacionario no estocástico sigue una senda de crecimiento equilibrado
(balanced growth path) e implica que en ella, el stock de capital, la produc-
ción y el consumo crecen a la misma tasa constante, mientras que el tipo de
interés real y la tasa bruta de rendimiento del capital son estacionarias.
Esto es, a lo largo de la senda de estado estacionario.
Ct+1
Ct
=
Kt+1
Kt
=
Yt+1
Yt
= gZ
Dada la condición de primer orden y las restricciones del modelo podemos
obtener los valores de estado estacionario para los denominados grandes ra-
tios, como son la relación producción-capital y consumo-producción. Las
variables sin subíndice temporal indican el valor de estado estacionario.
A partir de la ecuación de Euler obtenemos:
gZ = R)  ln gZ = ln  + lnR
gZ = c ln  + cr : lnR = ln(1 + r) ' r
Expresada en logaritmos esta condición nos relaciona la tasa de crec-
imiento de equilibrio en el consumo con la elasticidad intertemporal de susti-
tución y el tipo de interés real con la función de utilidad utilizada.
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A partir de la denición de R:
R = 1   + 

Z
K
1 
Z
K
=

R  (1  )

 1
1 
=

r + 

 1
1 
A partir de la función de producción:
Y
K
=

Z
K
1 
=
r + 

A partir de la ecuación de acumulación del stock de capital:
Kt+1
Kt
= gZ = (1  ) +

Z
K
1 
  C
K
C
K
= 1     gZ + r + 

=  ( + g)  (r + )

: gZ = 1 + g
Expresión que nos es útil para calcular el ratio consumo-producción:
C
Y
=
C
K
Y
K
=
1  gZ    + YK
Y
K
= 1  g + 
r + 
Log-Linealización.
El modelo de crecimiento es no lineal en logaritmos. Como hemos visto,
si  = 1 el sistema tendría solución cerrada, sin embargo si asumimos una
tasa de depreciación positiva e inferior a la unidad debemos proceder a log-
linealizarlo.
Por simplicidad suprimiremos los términos constantes en las ecuaciones
que aproximaremos y denotaremos con letras minúsculas las variables en
logaritmos y que son interpretadas como desviaciones de media cero con
respecto a su senda de crecimiento equilibrado.
La función de producción Cobb-Douglas no necesita ser aproximada puesto
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que directamente puede expresarse en forma log-lineal.
yt = (1  )zt + kt
La ecuación de acumulación del capital puede log-linealizarse de la siguiente
manera:
Kt+1
Kt
= (1  ) + Yt
Kt
  Ct
Kt
Kt+1
Kt
  (1  ) = Yt
Kt

1  Ct
Yt

Expresando Kt+1
Kt
= exp(ln Kt+1
Kt
) y Ct
Yt
= exp(ln Ct
Yt
) y aplicando logaritmos
a ambos miembros de la ecuación:
ln[exp fkt+1   ktg   (1  )] = (yt   kt) + ln[1  exp fct   ytg]
Tomemos en primer lugar la expresión del lado izquierdo, expresión cuya
aproximación viene dada por:
f(kt+1) ' f(g) + f 0(g)(kt+1   g)
donde f() = ln[exp fkt+1   ktg   (1  )] y donde el estado estacionario
de lnKt+1   lnKt = ln gZ = ln(1 + g) ' g:
f 0(g) =
exp fgg
exp fgg   (1  ) '
1 + g
g + 
De manera análoga, el segundo sumando de la parte de la derecha vendrá
dado por:
h(ct   yt) ' h(g) + h0(c  y)(ct   yt   (c  y))
donde h(c y) = log[1 exp fct   ytg] y el estado estacionario de expflnCt   lnYtg =
C
Y
ha sido calculado anteriormente. Su derivada en el estado estacionario es:
h0(c  y) =   exp fc  yg
1  exp fc  yg ' 1 
r + 
( + g)
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La acumulación del stock de capital log-linealizada viene dada por:
1 + g
g + 
(kt+1   kt) ' yt   kt +

1  r + 
( + g)

(ct   yt)
kt+1 ' 1  
1 + g
kt +
r + 
 (1 + g)
yt +

( + g)  (r + )
(1 + g)

ct
Para loglinealizar la ecuación de Euler debemos suponer que las variables
de la parte derecha de la ecuación son conjuntamente log-normales y homo-
cedásticas para poder aplicar la fórmula para la expectativa de una variable
aleatoria log-normal: logEtxt+1 = Et log xt+1 + 12V art log(xt+1):
Por tanto, aplicando logaritmos y haciendo uso de la fórmula anterior, la
ecuación de Euler queda como:
 ct = Etct+1 + Et lnRt+1
Etct+1 = cEtrt+1
En último lugar tenemos la expresión para la tasa de rendimiento bruta
del capital, que es una función creciente del ratio tecnología-capital.
lnRt+1 = rt+1 = ln[(1  ) +  exp f(1  )(zt+1   kt+1)g]
El miembro de la derecha de la ecuación es una función no lineal que
aproximamos de forma análoga a las anteriores. Sea
g(z   k) = ln[(1  ) +  exp f(1  )(zt+1   kt+1)g]
g(z   k) ' g(z   k) + g0(z   k)(zt+1   kt+1   (z   k))
donde:
g0(z   k) = (1  ) exp f(1  )(z   k)g
1   +  exp f(1  )(z   k)g
Aplicando el resultado Z
K
=
 
r+

 1
1  y como exp f(1  )(z   k)g =
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 
A
K
1 
= r+

; entonces
g0(z   k) = (1  )
r+

1   +  r+

=
(1  )(r + )
1 + r
Por tanto
rt+1 =
(1  )(r + )
1 + r
(zt+1   kt+1)
Resumiendo resultados.
La función de producción, la ecuación dinámica de acumulación del cap-
ital, la ecuación de Euler y el tipo de interés real vienen dadas por:
yt = (1  )zt + kt ((2.36))
kt+1 ' 1  
1 + g
kt +
r + 
 (1 + g)
yt +

( + g)  (r + )
(1 + g)

ct ((2.37))
Etct+1 = cEtrt+1 ((2.38))
rt+1 =
(1  )(r + )
1 + r
(zt+1   kt+1) ((2.39))
Por último y para cerrar el modelo sólo nos queda especicar un proceso
especíco para el shock tecnológico zt. Asumiremos que dicho shock, en
desviaciones, sigue un proceso AR(1).
zt = zt 1 + "t
El sistema consta de cuatro variables endógenas yt; ct; kt+1 y rt más dos
variables de estado, una predeterminada kt y la otra exógena zt:
Las cuatro ecuaciones serán reducidas a dos, donde las variables que di-
rectamente calcularemos son ct y kt+1:
Sustituyendo la función de producción (2.36) en la dinámica del capital,
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(2.37).
kt+1 ' 1  
1 + g
kt +
r + 
 (1 + g)
[(1  )zt + kt] +

( + g)  (r + )
(1 + g)

ct
Agrupando las variables y operando nos queda
kt+1 =
1 + r
1 + g
kt +
(1  )(r + )
(1 + g)
zt +
( + g)  (r + )
(1 + g)
ct ((2.40))
Podemos demostrar que existe una relación simple entre el coeciente del
consumo y los otros dos. Si denotamos como a1; a2 y a3 los coecientes de
kt, zt y ct respectivamente, de su suma, obtenemos:
(1 + r)
(1 + g)
+
(1  )(r + )
(1 + g)
  (1  ) + (r   g)
(1 + g)
= 1
Por tanto, (2.40) puede expresarse como:
kt+1 = a1kt + a2zt + (1  a1   a2)ct ((2.41))
donde:
a1 =
1 + r
1 + g
: a2 =
(1  )(r + )
(1 + g)
: 1  a1   a2 = ( + g)  (r + )
(1 + g)
Finalmente, sustituyendo (2.39) en (2.38), obtenemos la variación esperada
en el consumo.
Etct+1 = c
(1  )(r + )
1 + r
Et(zt+1   kt+1)
Etct+1 = ca3Et(zt+1   kt+1) ((2.42))
donde
a3 =
(1  )(r + )
1 + r
Finalmente las ecuaciones dinámicas (2.41) y (2.42) son las que deben resol-
verse para determinar la solución del sistema.
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El método de los coecientes indeterminados.
La resolución por el método de coecientes indeterminados supone que
probamos como solución una expresión lineal para las variables endógenas de
decisión, ct y kt+1 que son funciones de la variable endógena de estado kt y
de la variable exógena zt:
Denotando como yx las elasticidades parciales de la variable y con re-
specto a la variable x; éstas vendrán determinadas en función de los parámet-
ros del modelo.
Las soluciones con las que probamos para obtener la solución tienen por
tanto las siguientes expresiones:
ct = ckkt + czzt ((2.43))
kt+1 = kkkt + kzzt ((2.44))
Sustituyendo la expresión en (2.43) en (2.41) y (2.42):
kt+1 = a1kt + a2zt + (1  a1   a2)(ckkt + czzt)
kt+1 = [a1 + (1  a1   a2)ck]kt + [a2 + (1  a1   a2)cz]zt ((2.45))
Y:
ckkt+1 + czEtzt+1 = ca3Etzt+1   ca3kt+1 ((2.46))
Sustituyendo (2.44) en (2.45) e identicando coecientes podremos cal-
cular las elasticidades ck y cz:
ck f[a1 + (1  a1   a2)ck   1]kt + [a2 + (1  a1   a2)cz]ztg+cz( 1)zt =
= ca3zt   ca3 f[a1 + (1  a1   a2)ck]kt   ca3[a2 + (1  a1   a2)cz]ztg
La identicación de ambos miembros de la ecuación, nos permite obtener
la elasticidad cz y la elasticidad ck en función de los coecientes del sistema.
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Para kt :
(1  a1   a2)2ck + [a1   1 + ca3(1  a1   a2)]ck + ca3a1 = 0
Para zt :
[(1  a1   a2)ck + (  1) + ca3(1  a1   a2)] cz =  cka2+ca3 ca3a2
El cálculo de la elasticidad del consumo respecto al capital implica resolver
una ecuación de segundo grado y por tanto tenemos dos soluciones poten-
ciales entre las cuales debemos elegir aquella que nos permite obtener un
estado estacionario localmente estable.
Esto es, debemos resolver:
A2ck +Bck + C = 0
Las soluciones de esta ecuación serán comentadas posteriormente. aunque ck
debe ser positivo ya que nos mide la elasticidad del consumo ante cambios en
el capital y ambas variables están correlacionadas positivamente. Conocido
ck podemos calcular cz que viene dado por la expresión siguiente:
cz =
 cka2 + ca3(  a2)
(1  a1   a2)(ck + ca3) + (  1)
Finalmente, conocidas estas elasticidades obtenemos a partir de (2.44) y
(2.45).
kk = a1 + (1  a1   a2)ck : kz = a2 + (1  a1   a2)cz
Las elasticidades calculadas y los parámetros restantes determinan el com-
portamiento dinámico de nuestra economía. Ahora podemos introducir el
proceso de serie temporal que hemos supuesto que sigue la tecnología y por
tanto calcular los modelos de serie temporal que siguen nuestras variables
endógenas.
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Series temporales para las variables.
Aplicando el operador de retardos, el proceso de tecnología viene dado
por:
zt =
"t
1  L
La solución para el stock de capital, (2.45), aplicado el operador de re-
tardos, viene dada por:
kt+1 =
[a2 + (1  a1   a2)cz]zt
1  [a1 + (1  a1   a2)ck]L
) kt+1 = kz
1  kkL
zt ((2.47))
kt+1 =
a2 + (1  a1   a2)cz
1  [a1 + (1  a1   a2)ck]L
"t
(1  L) ) kt+1 =
kz
(1  kkL)
"t
(1  L)
La última ecuación implica que el stock de capital sigue un proceso AR(2).
Además, las raíces del polinomio autorregresivo son números reales, por lo
que el stock de capital no exhibe un comportamiento dinámico oscilante como
otros modelos de ciclo económico.
El proceso que sigue el output se deduce inmediatamente a partir de la
función de producción, (2.36) al haber sustituido (2.47) retardada un periodo:
yt = 
[a2 + (1  a1   a2)cz]L
1  [a1 + (1  a1   a2)ck]L
"t
(1  L) + (1  )
"t
(1  L)
yt = 
kzL
(1  kkL)
"t
(1  L) + (1  )
"t
(1  L)
Los shocks tecnológicos afectan a la producción a través de dos vías: una
directa a través del shock tecnológico y otra indirecta a través del efecto que
tiene la acumulación del capital. El output sigue un proceso ARMA (2,1).
yt =
(1  ) + [kz   (1  )kk]L
(1  kkL)(1  L)
"t
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El consumo viene dado a partir de (2.43) y por (2.47):
ct = ck
[a2 + (1  a1   a2)cz]L
(1  [a1 + (1  a1   a2)ck]L)
"t
(1  L) +
cz
1  L"t
ct =
cz + [ckkz   czkk]L
(1  kkL)(1  L)
"t
También el consumo sigue un proceso ARMA(2,1)19.
Finalmente, la ecuación dinámica para el tipo de interés o rentabilidad
neta de depreciación del stock de capital, (2.39) viene dada por:
rt+1 = a3
(  kz)zt   kkzt 1
1  kkL
= a3
(  kz)  kkL
(1  kkL) (1  L)
"t
que de forma análoga a consumo y producción sigue un proces ARMA(2,1).
La característica común a todos los procesos de las variables endógenas es
que el polinomio autorregresivo de todas ellas tiene las mismas raíces, kk y :
Cálculo de multiplicadores dinámicos.
Para las expresiones dinámicas anteriores podemos calcular el efecto de
una perturbación aleatoria.
La expresión concreta para el stock de capital para cualquier horizonte
temporal futuro viene dada por:
kt+s+1 = kz
1X
j=0
 
jX
i=0
ikk
j iLj
!
"t+s
@kt+s+1
@"t
= kz
sX
j=0
jkk
s j = kz
s+1   s+1kk
  kk
Las soluciones y sus correspondientes multiplicadores para el resto de las
19Indudablemente estos procesos son ARMA(2,1) porque hemos supuesto que el shock
tecnológico sigue un AR(1). Si éste siguiese un AR(p), los procesos de serie temporal del
stock de capital sería un ARMA (p + 1; p   1) mientras que consumo, output y tipo de
interés real seguirían un ARMA(p+ 1; p)
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variables vienen dadas por las siguientes expresiones:
yt+s = (1  )
1X
j=0
 
jX
i=0
ikk
j iLj
!
"t+s+
+ [kz   (1  )kk]
1X
j=0
 
jX
i=0
ikk
j iLj
!
"t 1+s
@yt+s
@"t
= (1  )
sX
j=0
jkk
s j + [kz   (1  )kk]
s 1X
j=0
jkk
s 1 j
@yt+s
@"t
= (1  )
s+1   s+1kk
  kk
+ [kz   (1  )kk]
s   skk
  kk
ct+s = cz
1X
j=0
 
jX
i=0
ikk
j iLj
!
"t+s+[ckkz   czkk]
1X
j=0
 
jX
i=0
ikk
j iLj
!
"t 1+s
@ct+s
@"t
= cz
s+1   s+1kk
  kk
+ [ckkz   czkk]
s   skk
  kk
=
= cz
sX
j=0
jkk
s j + [ckkz   czkk]
s 1X
j=0
jkk
s j
rt+s+1 = a3( kz)
1X
j=0
 
jX
i=0
ikk
j iLj
!
"t+s a3kk
1X
j=0
 
jX
i=0
ikk
j iLj
!
"t 1+s
@rt+s+1
@"t
= a3(  kz)
s+1   s+1kk
  kk
  a3kk
s   skk
  kk
@rt+s+1
@"t
= a3(  kz)
sX
j=0
jkk
s j   a3kk
s 1X
j=0
jkk
s j
Interpretación de las elasticidades.
Para valores de calibración usuales, el valor de a120 será superior a la
20Para r > g se verica a1 > 1 y por tanto 1   a1   a2 < 0. Para r < g si g <
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unidad, esto es, supondremos que r > g: En este caso, los signos de los
coecientes de la ecuación de segundo grado que nos permiten calcular ck son
los siguientes: a1 > 1; a2 > 0 y a3 > 0; y por tanto, A < 0; y C > 0: El signo
del parámetro B depende de la elasticidad de sustitución intertemporal en el
consumo, c; para cualesquiera valores calibrados de los otros parámetros.
Denotando B = B(c) = a1   1 + a3(1  a1   a2)
B (c) > 0, 0 <  < 1  a1
a3(1  a1   a2)
Las soluciones para ck son ambas reales ya que dados los signos anteri-
ores, se verica B2   4AC > 0 8  0:
Un resultado importante y lógico es que ck no depende de la persistencia
del shock,  ya que ck nos mide la respuesta del consumo a un cambio
en el stock de capital kt, dada la tecnología. La relación del parámetro
con la elasticidad de sustitución intertemporal del consumo puede inferirse
diferenciando la ecuación de segundo orden que relaciona a las dos.
A2ck +B(c)ck + ca3a1 = 0
2Adck +B(c)dck + ck
dB
d
dc + a3a1dc = 0 :
dB
dc
= a3(1  a1   a2) < 0
dck
dc
=  a3a1 + ck
dB
dc
2A+B (c)
=   a3 [1  (1  a1   a2)ck]
2(1  a1   a2) + (a1   1) + a3c(1  a1   a2) > 0
El denominador es siempre negativo para c  0. Para comprobar el signo
del numerador despejamos c en la ecuación de segundo grado:
c =  ck
(1  a1   a2)ck + a1   1
a3 [a1 + (1  a1   a2)ck]
r+(1 ) también obtendremos el resultado anterior. En caso contrario a éste, tendríamos
1 a1 a2 > 0. En tal caso, para obtener valores positivos de ck tendríamos que restriguir
los valores de la elasticidad de sustitución intertemporal al intervalo

0; 1 a1a3(1 a1 a2)

ya
que para valores superiores a éste ck sería un número complejo:Por otra parte este último
caso supondría que g > r+(1 ) lo que nos daría una tasa exógena de crecimiento del
progreso técnico desorbitada, dada una parametrización realista de r;  y :
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c = 0) ck =
1  a1
1  a1   a2 > 0 : c !1) ck =
 a1
1  a1   a2 > 0
Por tanto para
ck 2

1  a1
1  a1   a2 ;
 a1
1  a1   a2

el numerador de dck
dc
siempre es positivo.
Esta relación creciente entre ck y c se observa rápidamente a partir de
las ecuaciones log-linealizadas del modelo. Un aumento de kt+1 deprime el
tipo de interés real en (2.42) provocando un aumento en el consumo esperado
que es mayor cuanto mayor sea la elasticidad de sustitución intertemporal
en el consumo, c. El aumento del output resultante en yt+1 genera un
efecto riqueza que no depende de c y un efecto sustitución sobre el consumo
corriente que es mayor cuanto mayor sea c:
La relación entre los cambios en el tipo de interés y la elasticidad de
sustitución intertemporal en el consumo se deriva en el apéndice 2.1.
En segundo lugar, el coeciente kk tampoco depende de  y disminuye
con c. Este hecho podemos deducirlo a partir de:
kk = a1 + (1  a1   a2)ck
dkk
dc
= (1  a1   a2)dck
dc
< 0
En tercer lugar, el coeciente cz es creciente en el parámetro  para
valores bajos de c pero decreciente para valores altos de c; ya que:
cz =
 cka2 + ca3(  a2)
(1  a1   a2)(ck + ca3) + (  1)
@cz
@
(c = 0) > 0 :
@cz
@
(c !1) < 0
Dado que cz es el efecto sobre el consumo de un cambio en la tecnología,
dado un stock de capital, para valores bajos de c el efecto sustitución en
el consumo intertemporal es pequeño y la variación en el consumo se debe
fundamentalmente al efecto renta. Dicho efecto renta es mayor cuantitativa-
mente mientras más persistente sea dicho shock, por tanto, cz es creciente
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con :
Sin embargo, para valores altos de c, el efecto sustitución en el consumo
es más importante. Mientras menor sea la persistencia de la perturbación,
el efecto en el output y en el tipo de interés real será poco importante y el
efecto renta también, pero si el efecto sustitución es alto en el consumo éste
aumentará considerablemente por lo que cz será alto. Y al contrario, un
shock muy persistente, incrementará el tipo de interés real lo cual desalienta
el consumo y estimula el ahorro con lo que cz será pequeño e incluso negativo.
Supongamos que  = 1; y por tanto el logaritmo de la tecnología sigue
un paseo aleatorio.
Realizando de nuevo la identicación:
Etct+1 = ckEtkt+1 + czEtzt+1 = ckEtkt+1 + czzt
Etct+1 = ct + ca3Et(zt+1   kt+1) = ckkt + czzt + ca3zt   ca3Etkt+1
Igualando Etct+1:
ck(kkkt + kzzt) + czzt = ckkt + czzt + ca3zt   ca3(kkkt + kzzt)
Identicando coecientes:
Para kt:
ckkk   ck + ca3kk = 0 :  ckkz + ca3(1  kz) = 0
ck =  
ca3kk
kk   1
=
ca3(1  kz)
kz
) kk + kz = 1
Sustituyendo de nuevo en (2.44):
kkkt + kzzt = a1kt + a2zt + (1  a1   a2)(ckkt + czzt)
Identicando de nuevo:
kk = a1 + (1  a1   a2)ck : kz = a2 + (1  a1   a2)cz
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La relación entre las elasticidades es:
kk + kz = a1 + a2 + (1  a1   a2)(ck + cz)) ck + cz = 1
Ahora, las variables del sistema siguen procesos de raíz unitaria y además
están cointegradas, esto es, la diferencia entre cualquiera de ellas es esta-
cionaria.
Por ejemplo, para la producción y el consumo tendríamos:
yt   ct = (1    cz)
(1  kkL)
"t
Una perturbación tecnológica eleva el output, el consumo, el stock de
capital mientras que el tipo de interés aumenta pero retorna a su equilibrio
inicial a largo plazo.
Para cualquier valor de c 2 (0;1). Aplicando la relación existente
entre las elasticidades kz = 1   kk y ck + cz = 1 podemos calcular los
multiplicadores en este caso:
@kt+s+1
@"t
= (1  kk)
sX
j=0
jkk = (1  kk)
1  s+1kk
1  kk
= 1  s+1kk !s!1 1
@yt+s
@"t
= (1  )1  
s+1
kk
1  kk
+ (  kk)
1  skk
1  kk
= 1  skk !
s!1
1
@ct+s
@"t
= (1  ck)
1  s+1kk
1  kk
+ [ck(1  kk)  (1  ck)kk]
1  skk
1  kk
@ct+s
@"t
= (1  ck)
sX
j=0
jkk + (ck   kk)
s 1X
j=0
jkk = 1  ckskk !s!1 1
@rt+s+1
@"t
= a3kk
1  s+1kk
1  kk
  a3kk
1  skk
1  kk
@rt+s+1
@"t
= a3kk
 
sX
j=0
jkk  
s 1X
j=0
jkk
!
= a3
s+1
kk !s!1 0
La perturbación tecnológica eleva los niveles de todas las variables de forma
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permanente a largo plazo, excepto el tipo de interés real que retorna a su
nivel de equilibrio inicial.
Finalmente, para c ! 1 o  ! 0 el agente representativo es neutral
al riesgo y las curvas de indiferencia son líneas rectas, esto es, las cestas de
consumo para cada periodo son sustitutos perfectos. De nuevo la solución
se simplica considerablemente ya que el primer término de la ecuación de
segundo grado en ck es muy pequeño en relación a los otros dos con lo que
ck viene dado por:
ck =  
a1
(1  a1   a2) : kk = 0
kz =  : cz =
 a2
1  a1   a2
Los procesos de serie temporal que seguirían las variables serían los siguientes:
kt+1 =
"t
1  L : yt =
(1  ) + L
(1  L) "t
ct =
1
1  a1   a2
 a2   a1L
1  L "t : rt+1 = 0
En este caso, una perturbación tecnológica eleva transitoriamente la produc-
ción y el capital dejando inalterado el tipo de interés, pero la respuesta del
consumo depende del parámetro de persistencia. Mientras más alto sea éste
más fuerte es el efecto renta por lo que un shock que sea poco persistente no
provocará efecto renta y dada una elasticidad de sustitución en el consumo
alta permitirá que aumente en gran medida. Por otra parte mientras más
persistente sea la perturbación mayor es la subida en el tipo de interés, con
lo que el agente representativo sustituirá consumo presente por futuro au-
mentando su ahorro (el resultado analítico para el tipo de interés es debido a
considerar c !1) de tal forma que el efecto de la perturbación tecnológica
sobre el consumo puede ser negativa.
Los modelos con oferta de trabajo ja nos enseñan que el mecanismo de
transmisión a través de la acumulación de capital es importante sólo cuando
los shocks tecnológicos subyacentes son persistentes y es incapaz de generar
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efectos persistentes si las perturbaciones son transitorias y los shocks tec-
nológicos no tienen efectos sustanciales sobre los rendimientos del capital ya
sean realizados o esperados.
Calibración.
En las siguientes tablas podemos apreciar cómo cambian las elasticidades
solución del modelo ante cambios en la persistencia del shock tecnológico y
de la elasticidad de sustitución intertemporal en el consumo.
Los valores asignados a los parámetros del modelo son los siguientes:
r = 0:015 :  = 0:025 :  = 0:30 : g = 0:005
Tabla 2.2
c 0 0:2 1 5 100
ck 0:10 0:28 0:55 1:14 4:06
Tabla 2.3
cz
 c
0 0:2 1 5 100
0 0:01 0:02 0:05 0:10 0:37
0:5 0:02 0:04 0:06 0:06  0:62
0:95 0:15 0:25 0:23  0:12  2:65
1 0:90 0:70 0:41  0:21  3:03
Tabla 2.4
c 0 0:2 1 5 100
kk 0:99 0:98 0:95 0:89 0:59
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Tabla 2.5
kz
 c
0 0:2 1 5 100
0 0:08 0:08 0:07 0:07 0:05
0:5 0:08 0:07 0:07 0:07 0:16
0:95 0:07 0:06 0:06 0:09 0:36
1 0:00 0:02 0:04 0:10 0:40
Como nos indican los valores númericos calculados, para valores bajos
de la elasticidad intertemporal en el consumo, el efecto de una perturbación
tecnológica sobre el consumo es mayor confome mayor sea la persistencia de
ésta. Sin embargo, para valores de dicha elasticidad mayores a uno, mientras
mayor es la persistencia de la perturbación más pequeño es el efecto sobre el
consumo, llegando incluso a hacerlo negativo.
El efecto de la perturbación tecnológica sobre el stock de capital no es
cuantitativamente importante y sí aumenta conforme la elasticidad de susti-
tución es más alta para cualquier valor de la persistencia de dicha pertur-
bación.
A partir de las funciones impulso respuesta podemos obtener el efecto de
la producción y el tipo de interés ante la perturbación de oferta. El impacto
sobre la producción y el tipo de interés real vienen dados por las expresiones
siguientes.
@yt
@"t
= (1  )
@rt+1
@"t
= a3kk
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2.5. Apéndice 2.1.
El efecto sobre el consumo de la variación en el tipo de interés.
En el problema de maximizar la función de utilidad sujeto a la restricción
presupuestaria intertemporal dado por:
Max E0
1X
t=0
t
C1 t
1  
s:a:
1X
t=0
Ct
(1 + r)t
=
1X
t=0
Yt
(1 + r)t
Podemos calcular el efecto sobre el consumo de cambios en el tipo de
interés y desagregar el efecto total en efecto sustitución, efecto riqueza directo
y efecto riqueza indirecto.
Las condiciones de primer orden del problema vienen dadas por la ecuación
de Euler para el consumo y la restricción presupuestaria.
u0(Ct+i) = (1 + r)u0(Ct+i+1) : i = 0; 1; 2; 3:::
1X
t=0
Ct
(1 + r)t
=
1X
t=0
Yt
(1 + r)t
A n de simplicar los cálculos consideremos únicamente dos periodos con-
secutivos, y no tengamos en cuenta el resto de los periodos. A partir de un
momento t, las dos condiciones pueden expresarse como:
u0(Ct) = Ru0(Ct+1)
Ct +R
 1Ct+1 = Yt +R 1Yt+1 ) Ct+1 = R(Yt   Ct) + Yt+1
donde
R = (1 + r)) dR = dr
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Nuestro objetivo es calcular
dCt
dr
=
dCt
dR
Diferenciando las dos condiciones de optimización, tenemos:
u00(Ct)dCt =  [Ru00(Ct+1)dCt+1 + u0(Ct+1)dR]
dCt+1 = YtdR  (RdCt + CtdR)
Sustituyendo la segunda en la primera.
u00(Ct)dCt =  [Ru00(Ct+1) (YtdR  (RdCt + CtdR)) + u0(Ct+1)dR]
Agrupando términos:

u00(Ct) + R2u00(Ct+1)

dCt = [u
0(Ct+1) + R(Yt   Ct)u00(Ct+1)] dR
Deniendo la elasticidad de sustitución intertemporal del consumo entre dos
periodos t y t+ s como:
c =  
d

ct
ct+s

d

uc(ct)
uc(ct+s)
 uc(ct)uc(ct+s)
ct
ct+s
dicha elasticidad viene dada por:
c =  
d

ct
ct+s

d

uc(ct)
uc(ct+s)
 uc(ct)uc(ct+s)
ct
ct+s
=
ct+sdct   ctdct+s
c2t+s
1
d

uc(ct)
uc(ct+s)
 ct+s
ct
u0(ct)
u0(ct+s)
Cuando la elasticidad de sustitución no depende del consumo, esto es, es
constante, podemos jar ct y por tanto dct = 0 y variando s:
c =
1
ct+s
u0(ct)
u0(ct+s)
1
u0(ct)
d(uc(ct+s) 1)
dct+s
=   1
ct+s
1
u0(ct+s)
1
u0(ct+s) 2u00(ct+s)
Cuando s ! 0, esto es, los intervalos en el tiempo son innitesimales, la
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elasticidad de sustitución intertemporal viene dada por:
c = l{m
s!0
  1
ct+s
1
u0(ct+s)
1
u0(ct+s) 2u00(ct+s)
=   u
0(ct)
cu00(ct)
=
1
cc
Sustituyendo c, de tal forma que eliminemos u00(C):
dCt
dR
=
u0(Ct+1)  R(Yt   Ct)u0(Ct+1)ct+1c
 u0(ct)
ctc
  R2 u0(ct+1)
ct+1c
Aplicando la condición de Euler:
dCt
dR
=
Yt   Ct   ct+1R ch
R  ct+1
ct
i
Del problema de maximización de la utilidad, sujeto a la restricción pre-
supuestaria, obtenemos las demandas marshallianas o de riqueza o renta
constante, que nos permite calcular las demandas óptimas de consumo para
cada uno de los periodos.
Ct = Ct(W (R); R)
donde
W =
1X
t=0
Yt
(1 + r)t
Diferenciando la demanda marshalliana.
dCt
dR
=
@Ct
@R
+
@Ct
@W
@W
@R
A partir de la ecuación de Slutsky, podemos descomponer el efecto total de
un cambio en R sobre C en efecto sustitución y efecto renta o riqueza directo.
@Ct
@R
=

@Ct
@R
h
  Ct @Ct
@W
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Por tanto:
dCt
dR
=

@Ct
@R
h
+ (Yt   Ct) @Ct
@W
Comparando ambas expresiones:
@Ct
@R
h
=
  ct+1
R
ch
R  ct+1
ct
i < 0 : (Yt   Ct) @Ct
@W
=
Yt   Cth
R  ct+1
ct
i
Es el efecto sustitución el que depende únicamente de la elasticidad de susti-
tución intertemporal en el consumo.
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CAPITULO 3
EL MODELO DE CICLO
ECONOMICO REAL
3.1. El modelo básico de Ciclo Real:
los elementos del modelo.
3.1.1. ¿Qué es el Ciclo Económico Real.
Aunque la expresión Ciclo Económico Real (Real Business Cycles) es
acuñada en el artículo de Long y Plosser (1983), el programa de investigación
tiene su origen en la aportación pionera de Kydland y Prescott (1982)21.
Fundamentalmente, el modelo básico o canónico es simplemente una ex-
tensión de los modelos de crecimiento neoclásicos formulados en las décadas
de los años 50 y 60 por Solow, Cass, Koopmans y Diamond (que amplían
el artículo seminal de Ramsey). Finalmente, Brock y Mirman (1972) intro-
ducen incertidumbre en el mismo, permitiendo que la función de producción
cambie a partir de shocks agregados de productividad.
La Teoría del Ciclo Económico Real es por tanto la aplicación de la teoría
del equilibrio general al análisis cuantativo de las uctuciones cíclicas.
Real business cycle theory is the application of general equilib-
rium theory to the quantitative analysis of business cycle uctu-
ations(Prescott, 1991).
Aunque la estructura formal de los modelos RBC es similar a los modelos
de crecimiento, desde un punto de vista metodológico son deudores de los
trabajos de R. Lucas y en general de aquellos economistas que podemos
englobar dentro de la escuela neoclásica, pero con una gran diferencia, ahora
la causa de las uctuaciones económicas no se centra en las variaciones en
21Kydland, F.E., Prescott, E.C. (1982). Time-to-build and aggregate uctuations.
Econometrica 50: 1345-1370.
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los agregados monetarios sino que son las perturbaciones que afectan a la
función de producción las causantes de las variaciones cíclicas de las series
macroeconómicas.
El modelo RBC en su origen es un modelo de corte walrasiano en el que
agentes racionales, maximizan su utilidad o benecios sujetos a sus corre-
spondientes restricciones presupuestarias y tecnológicas, en un entorno de
competencia perfecta, ausencia de fricciones y equilibrio contínuo en todos
los mercados.
El objetivo del modelo no es otro que si con estos supuestos, es capaz de
replicar los hechos estilizados del ciclo económico
Como desarrollo del paradigma clásico, el modelo de Ciclo Real intenta
demostrar que para ofrecer una explicación de los ciclos económicos no es
necesario contar con ningún tipo de imperfección en los mercados o incluir
rigideces de precios y/o salarios, sino que el enfoque de equilibrio general
competitivo en el que los agentes maximizan puede explicar de forma con-
vincente el caracter cíclico de las macromagnitudes en cualquier economía.
La cuestión de qué factores son los causantes de las uctuaciones cíclicas
es una de las cuestiones más difíciles de resolver y el debate entre distintas
escuelas de pensamiento sobre esta cuestión está en el centro de la Macro-
economía. Sin embargo, Prescott (1994) arma que los hechos empíricos
que observamos son consistentes con lo que la Teoría Económica estandar
predice (el modelo walrasiano o el modelo de crecimiento, se entiene). Dada
la capacidad y el deseo de los individuos de sustituir intertemporal e in-
tratemporalmente ocio por consumo o por horas trabajadas, ante cambios
en los precios, lo que sería un problema para la teoría es que la economía no
experimentase esas uctuaciones cuantitativamente importantes en el em-
pleo o en la producción asociadas a cambios relativamente pequeños en la
productividad marginal del trabajo.
Como hemos visto en el capítulo 2, el ahorro determina la acumulación de
capital, el output y el resto de las variables pero son los shocks a la tecnología
y su propagación los causantes de las uctuaciones de las macromagnitudes.
El modelo RBC se basa en sólidos fundamentos microeconómicos; los in-
dividuos maximizan su utilidad sobre innitos periodos y las empresas maxi-
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mizan benecios de tal forma que dados los precios de los factores, los agentes
determinan las elecciones óptimas de trabajo, consumo, ahorro y por tanto el
output resultante. Las uctuaciones que observamos en la realidad reejan
simplemente las respuestas óptimas de los agentes económicos a los shocks
tecnológicos; como podemos ver, una explicación totalmente totalmente cen-
trada en la oferta.
Quizá la implausibilidad del modelo de ciclo económico de Lucas donde
las sorpresas monetarias juegan el papel del origen del shock propició que la
nueva oleada de macroeconomistas clásicos se centrase en el lado de la oferta.
De hecho, el origen de la acepción terminológica de este paradigma pro-
cede de la búsqueda del origen y causa de los ciclos en factores reales, en
contraposición a los tradicionalmente monetarios, y concretamente como
hemos hecho notar, descansa en la idea de que las uctuaciones cíclicas son
provocadas por shocks tecnológicos de considerable magnitud y cíclicamente
volátiles que en primer lugar afectan a la capacidad productiva, esto es, a
la función de producción, y que posteriormente se transmiten al resto de las
variables macroeconómicas en un contexto de equilibrio general dinámico.
De esta forma, el artículo de Kydland y Prescott (1982) presenta tres ideas
revolucionarias (Rebelo, 2005): la primera es que el ciclo económico puede
ser estudiado utilizando modelos dinámicos de equilibrio general sujetos a
perturbaciones de carácter tecnológico; la segunda es que podemos ir más
allá de las propiedades cualitativas de los modelos en relación a los hechos
estilizados, enfoque que dominó el trabajo macroeconómico hasta 1982, esto
es, el modelo puede ser contrastado con los datos a través del procedimiento
de calibración y la generación de series articiales generadas por el propio
modelo; la tercera es que es posible unicar ciclo económico y teoría del
crecimiento insistiendo en que los modelos de ciclo económico deben de ser
consistentes con las regularidades empíricas a largo plazo.
Como resultado, los modelos de Ciclo Real han venido con el tiempo
siendo utilizados tanto como laboratorios para el análisis de políticas económi-
cas en general como para el estudio de políticas scales y monetarias óptimas
en particular. En este sentido, los modelos de Ciclo Real han contribuido a
materializar lo que debe ser objetivo de cualquier modelo económico tal como
123
expresó Lucas (1980, pag 696).
one of the functions of theoretical economics is to provide fully artic-
ulated, articial economic systems that can serve as laboratories in which
policies that would be prohibitively expensive to experiment with in actual
economies can be tested out at much lower cost.
Y para ello, el esfuerzo investigador debe dirigirse a:
to write a FORTRAN (Matlab, Dynare)22 program that will accept spe-
cic economic policy rules as input and will generate as output statistics
describing the operating caracteristics of time series we care about, which ar
predicted to resul from these policies(Lucas, 1980, pag 709)
De hecho, con el desarrollo del programa de investigación el término RBC
ha terminado asociándose con frecuencia a la metodología utilizada y no tanto
a la explicación del fenómeno cíclico a partir de los shocks tecnológicos.
Finalmente, las implicaciones de política económica del modelo RBC
son contundentes: las políticas de estabilización son contraproducentes, los
agentes optimizadores reaccionan de forma óptima ante shocks que afectan
a la oferta agregada. De esta forma, la ausencia de cualquier referencia al
dinero o a la política scal se resumen en la sentencia de Stockman (1988,
pag 24).
the purpose of Real Business Cycle (RBC) models is to ex-
plain aggregate uctuations in business cycles without reference
to monetary policy.
Por tanto, la pregunta fundamental que intenta dar respuesta el modelo
RBC es ¿ podemos explicar los ciclos económicos a partir de shocks a la
función de producción en un entorno de mercados competitivos, con precios
exibles y utilizando modelos dinámicos de equilibrio general estocástico?
o dicho de otra forma ¿ es capaz el modelo neoclásico de crecimiento con
shocks tecnológicos de explicar las uctuaciones recurrentes que experimenta
una economía ?
22Las cursivas son mías.
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3.1.2. Descripción de un modelo típico.
Las características de cualquier modelo de equilibrio general y por tanto
de un modelo de Ciclo Económico Real son las siguientes.
1. Los agentes son homogéneos y se supone la existencia de un agente
representativo, tanto a nivel de economía doméstica como de empresa. Las
decisiones óptimas que toma serían extrapoladas al resto de los individuos
de la economía23. Esto es lo que se conoce como el enfoque de la economía
de Robinson Crusoe.
2. Empresas y economías domésticas maximizan explícitamente funciones
objetivo, benecios y utilidad respectivamente, sujetas a las restricciones de
recursos o a la tecnología disponible a su alcance. En suma, los resultados
macroeconómicos son el resultado de múltitud decisiones óptimas con lo que
los fundamentos microeconómicos tradicionales basados en la optimización
toman el centro de la escena y apartan denitivamente de la modelización la
aceptación de proposiciones ad hoc.
3. Los cambios en la tecnología afectan en primer lugar a la función de
producción y se transmiten y amplican de forma cíclica.
4. Todos los agentes tienen expectativas racionales y existe un equilibrio
continuo en todos los mercados. Estos son completos y no existen asimetrías
en la información. Los precios transmiten la información relevante para la
toma de decisiones óptimas. De esta forma, los servicios del trabajo se pagan
con un salario real igual a su productividad marginal física mientras que los
servicios del capital generan rendimientos a sus propietarios. En modelos
que incluyen activos, las empresas y economías domésticas pueden prestar y
pedir prestado a un tipo de interés de mercado.
5. El mecanismo de transmisión opera tanto a partir de la sustitución
intertemporal ocio-trabajo, como al deseo de los individuos de suavizar su
senda de consumo dando lugar a que el aumento en la producción se traduzca
en aumentos en el stock de capital futuro y por tanto en la inversión.
Supuestos del modelo.
1. Comencemos por las economías domésticas. La economía está com-
23Una crítica de este enfoque puede consultarse en Kirman (1992).
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puesta por un número grande y nito de economías domésticas cada una de
las cuales vive para siempre y se enfrenta a idénticas preferencias, parame-
trizadas a partir de la función de utilidad instantánea o función de felicidad.
Su objetivo es maximizar su utilidad a lo largo de toda su vida.
Max
fCt;`tg
E0
1X
t=0
tu(Ct; `t)
donde los argumentos de la función son el nivel de consumo Ct y el ocio `t,
o su contrario, la oferta de trabajo. La función a maximizar incluye el factor
de descuento de la utilidad futura, dado por  = 1
1+
que obedece a dos
hechos: en primer lugar, los individuos valoran menos la utilidad futura que
la utilidad presente y en segundo lugar, la función debe estar acotada supe-
riormente para tener solución nita, resultado que se consigue al descontarla
hacia el periodo 0. Mientras mayor sea el factor de descuento subjetivo del
individuo, representado por el parámetro  menos se valora la utilidad futura
y más impaciente es por tanto el individuo. La presencia de incertidumbre
hace que la economía doméstica maximice la utilidad esperada, siendo por
tanto E0 el operador de expectativas, condicionado a la información que tiene
el individuo en el momento inicial.
La función de utilidad puede incluir persistencia en los hábitos de con-
sumo o en la oferta de trabajo con lo que la modelización sería la siguiente.
Max
fCt;`tg
E0
1X
t=0
tu(Ct; Ct 1;
1X
i=0
ai`t i) :
1X
i=0
ai = 1
La función de utilidad u : <+ <+ ! < debe vericar:
a) es continua y dos veces diferenciable en sus argumentos.
b) la utilidad marginal es positiva y decreciente con respecto a cada uno
de sus argumentos.
uC > 0 : u` > 0 : uCC < 0 : u`` < 0
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c) Se asume además que es estrictamente cóncava.
uCCu``   (uC`)2 > 0
d) Se satisfacen las condiciones Inada.
l{m
C!1
uC = l{m
`!1
u` = 0
l{m
C!0
uC = l{m
`!1
u` =1
Estas condiciones aseguran la existencia de una solución interior al problema
de optimización.
King, Plosser y Rebelo (1988) muestran que las preferencias dadas en
la función de utilidad deben satisfacer dos condiciones para que la solución
obtenida sea consistente y compatible con la senda de crecimiento equilibrado
de estado estacionario.
a) A lo largo de la senda de crecimiento equilibrado (balanced growth
path), el capital, el output, el consumo y la inversión crecen a la tasa de
progreso tecnológico constante y por tanto la elasticidad de sustitución in-
tertemporal en el consumo debe ser constante, lo cual es consecuencia de
combinar la ecuación de Euler que nos da la senda óptima para el consumo
con la restricción de recursos.
b) Los efectos renta y sustitución en las horas trabajadas, derivados de
una variación de los salarios reales asociados con el crecimiento sostenido en
la productividad del trabajo no deben alterar la oferta de trabajo a largo
plazo, ya que el número de horas trabajadas en el estado estacionario es
constante.
Las formas funcionales especícas para la función de utilidad son y la
demostración está incluida en el apéndice 3.1.
u(c; `) =
1
1  c
1 (1 N) :  6= 1
Si  < 1, (`) deber ser creciente y cóncava y al contrario si  > 1; (`) debe
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ser decreciente y convexa.
u(c; `) = ln c+ (1 N) :  = 1
donde (`) debe ser creciente y cóncava.
Además para asegurar la concavidad de cualquiera de las dos formas,
debe vericarse:
  `
0(`)
00(`) > (1  ) `
(`)
0(`)
2) La función de producción utiliza capital (K) y trabajo (N) para producir
el output y se asume que la tecnología utilizada presenta rendimientos con-
stantes a escala. La función más ampliamente utilizada en la modelización es
la conocida función Cobb-Douglas ya que el parámetro de cada argumento de
la función nos da la participación de cada input en la renta nacional. Dicha
función lleva incorporado un shock estocástico y estacionario de productivi-
dad, Zt
Yt = ZtK

t N
1 
t
Dicha perturbación viene modelizada a partir del siguiente proceso au-
torregresivo:
lnZt = (1  ) lnZ +  lnZt 1 + "t
Podemos incorporar además algún tipo de progreso tecnológico neutral, de-
notado como At. Aunque el progreso técnico neutral o que mantiene a largo
plazo las participaciones de las rentas de los factores en la renta nacional
puede ser de tres tipos, neutral en el sentido de Solow, Hicks o Harrod, el
único compatible con la senda de crecimiento equilibrado y para cualquier
función de producción es el progreso neutral en el sentido de Harrod. Por
tanto la restricción tecnológica quedaría como:
Yt = ZtK

t (AtNt)
1 
En las modelizaciones se asume que dicho progreso tecnológico crece a una
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tasa porcentual dada, esto es:
At   At 1
At
= g ) At = A0(1 + g)t ) At = (1 + g)At 1 = gAAt 1
Finalmente, al igual que la función de preferencias, la función de producción
f : <+ <+ ! < debe vericar:
a) es contínua y dos veces diferenciable en ambos de sus argumentos.
b) los productos marginales son positivos y decrecientes para cada uno
de los inputs.
fk > 0 : fn > 0 : fkk < 0 : fnn < 0
c) es estrictamente cóncava
fkkfnn   (fnk)  0
d) satisface las condiciones Inada.
l{m
k!1
fk = l{m
n!1
fn = 0
l{m
k!0
fk = l{m
n!1
fn =1
3) Las restricción de recursos o de factibilidad. Esto es, por una parte
la producción es igual al gasto en consumo más el gasto en inversión en una
economía cerrada sin sector público y por otra la restricción de tiempo, el
número de horas de ocio más el número dedicado al trabajo son constantes
y normalizadas a la unidad.
Yt = Ct + It
nt + `t = N
4) Las leyes dinámicas de la acumulación de activos.
Si el problema se resuelve a través de la formulación del planicador social
(social planner), e incluimos un solo activo en el modelo, éste es el stock de
capital que se deprecia a una tasa  2 [0; 1] y cuya ley dinámica viene dada
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por:
Kt+1 = (1  )Kt + It
esto es, el stock de capital mañana es igual al existente hoy menos la depre-
ciación del mismo más la creación de nuevo capital que es la inversión neta, o
lo que es lo mismo la inversión bruta es igual a la inversión neta (Kt+1  Kt)
más la depreciación del stock de capital existente, que suponemos lo hace en
un porcentaje  del mismo.
Si el problema se plantea y resuelve a través de la formulación de equilibrio
competitivo, la restricción presupuestaria dinámica de la economía doméstica
viene dada por:
At+1 = WtNt   Ct + (1 + rt)At
donde At es el nivel de activos del individuo, rt es el rendimiento de los
activos y WtNt es la renta laboral. El nivel de activos en t + 1 es igual a la
diferencia entre la renta laboral y el consumo más los activos poseidos por
el individuo en el periodo anterior más el rendimiento porcentual de dichos
activos.
5) El capital pertenece a las economías domésticas o a las empresas, el
resultado nal es indiferente a esta especicación (Sims, 2011). El capital y
el trabajo se remuneran según su productividad marginal y la incertidumbre
procede de los shocks tecnológicos. Se asume que la distribución del shock
es conocida por todos los individuos y el estado de la economía viene dado
por el vector de variables de estado fKt; Ztg1t=0 :
6) Las empresas maximizan benecios, sujetas a la restricción tecnológica
de la función de producción. Dicho problema se plantea con carácter estático
en los modelos básicos.
7) El modelo RBC standard puede ser resuelto a través del enfoque del
planicador social (social planner) o bien a través del enfoque de equilibrio
general competitivo; en ausencia de imperfecciones en los mercados o im-
puestos que distorsionen las decisiones óptimas de los agentes, se verican el
Primer y el Segundo teorema del bienestar y por tanto ambas soluciones son
equivalentes.
8) La resolución del modelo, aplicando en tiempo discreto el método de
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Lagrange, o en general la ecuación funcional de Bellman, genera un conjunto
de ecuaciones dinámicas no lineales, lo que nos conduce directamente a los
métodos de resolución del mismo24. Los primeros artículos sobre Ciclo Real
aplican la técnica del regulador óptimo, o programación linear-cuadrática,
método intensivo en diferenciación y que consiste básicamente en introducir
las restricciones no lineales en la función a optimizar, la función de utilidad en
el caso de las economías domésticas, y realizar una aproximación de segundo
orden a dicha función (Mc Candless, cap 7).
Sin embargo, la publicación del artículo de King, Plosser y Rebelo (1988)
marca un cambio en la forma de abordar el problema, la aproximación log-
lineal de las ecuaciones no lineales de equilibrio del sistema en un entorno
del estado estacionario se han convertido en el método estándar de abordar
la resolución de cualquier modelo de Ciclo Real.
Esto implica resolver las condiciones de equilibrio estático y obtener el
equilibrio a largo plazo o estado estacionario del modelo.
Para resolver el modelo lineal el método más utilizado se basa en la de-
scomposición de Jordan de la matriz de coecientes del sistema, metodología
que fue popularizada a partir del artículo de Blanchard y Kahn (1980)25.
Junto a éste, es con frecuencia utilizado el método de coecientes indetermi-
nados tal y como propuso Campbell (1994) o Whiteman (1983).
Existen casos especiales que permiten simplicar la solución al permitir
obtener lo que se denomina una solución cerrada o exacta del sistema. Las dos
condiciones que deben vericarse es que la función de utilidad que maximizan
las economías domésticas sea, en logaritmos, aditiva y separable en consumo
y ocio y que la tasa de depreciación del stock de capital sea igual a1, estrategia
seguida por Long y Plosser (1983) y McCallum (1989) en los primeros pasos
del desarrollo de los modelos de Ciclo Real.Una vez derivadas las condiciones
de primer orden del problema de optimización que nos dan las ecuaciones de
equilibrio debemos determinar las formas funcionales para la tecnología y la
función de utilidad. Dichas funciones incorporan determinados parámetros
24Una revisión de los métodos de solución puede consultarse en Heer, B Maussner, A.
(2005) o Taylor, J.B y Uhlig (1990).
25En caso de que la matriz de coecientes de las variables adelantadas en el tiempo no
sea singular, se puede realizar la descomposición de Schur.
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que deben ser consistentes con la existencia de un estado estacionario estable
y pueden ser estimados a partir de dos formas:
1) a partir de su estimación utilizando el Método Generalizado de los Mo-
mentos (GMM) desarrollado por Hansen (1982) y que utiliza las condiciones
de primer orden obtenidas en la resolución del modelo.
2) utilizando la calibración, que consiste en utilizar estimaciones de los
parámetros a partir de información obtenida a partir de varias fuentes. El
modelo debe ser consistente con los hechos estilizados a largo plazo, esto es,
la relación capital-producto, el número de horas trabajadas, la participación
de las rentas del capital en la renta nacional, el tipo de interés o la tasa de
depreciación del stock de capital deben reejar los valores medios de una
economía. Los parámetros incluidos en la función de utilidad se obtienen
habitualmente a partir de estudios de corte microeconómico o pueden ser
determinados a partir de las ecuaciones de estado estacionario del modelo.
La calibración no es sinónimo de estimación, esto es, cuando se calibra un
modelo los valores de los parámetros no se eligen de tal forma que el modelo
replique lo mejor posible los datos, aunque también pueden ser estimados
a partir de introducir datos en las ecuaciones que resuelven el modelo y ser
estimados a partir de máxima verosimilitud, esto es, utilizamos la información
contenida en la muestra para el elegir el valor más probable que tomaría dicho
parámetro.
En ocasiones se suele utilizar la desviación típica de la producción obtenida
de las series de producción para estimar la desviación del residuo de Solow,
ya que ambas están relacionadas a partir de la solución de las ecuaciones del
modelo.
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3.2. Ciclo Económico Real. El modelo
multisectorial de Long y Plosser.
Long y Plosser acuñan los términos Real Business Cycle para demostrar
cómo principios económicos básicos en los que los individuos maximizadores
al elegir planes de consumo y/o producción generan muchas de las carac-
terísticas comunmente asociadas con el ciclo económico. La explicación de
las uctuaciones cíclicas es consistente con la asunción de la hipótesis de ex-
pectativas racionales, la existencia de información completa, la existencia de
preferencias estables, la no existencia de fricciones o costes de ajuste y la no
existencia de gobierno ni dinero.
Reconociendo el hecho de que este tipo de modelo no es capaz de explicar
todas las regularidades o hechos estilizados del ciclo, sí provee un marco útil
para estudiar cómo una perturbación de productividad que afecte a un sector
se transmite al resto de los sectores.
El modelo que desarrollamos aquí es una versión simplicada para dos
bienes en la que el agente representativo (Robinson Crusoe) maximiza el valor
de su utilidad esperada, que depende del vector de bienes de consumo y del
ocio. Las posibilidades de producción para los 2 bienes presenta rendimientos
constantes a escala y es homogénea y lineal con respecto a los inputs, Xijt
,que representan la cantidad de bien j asignado a la producción de bien i
y Nit que son las horas asignadas a la producción de cada bien. Cada bien
puede experimentar una perturbación Zit, i = 1; 2; perturbaciones que están
incorreladas entre bienes, esto es, Cov(Zit; Zjt) = 0 i 6= j:
Las preferencias vienen dadas por la siguiente función de utilidad.
U(Ct; `t) = 0 ln `t + 1 lnC1t + 2 lnC2t
Las dos restricciones del problema vienen dadas por la restricción de tiempo
y la restricción de de recursos.
T = `t +N1t +N2t ((3.1))
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C1t +X11 +X21 = Y1t : C2t +X12 +X22 = Y2t ((3.2))
La interpretación de las restricciones anteriores es la siguiente: en la primera,
ecuación (3.1) el individuo asigna su tiempo total disponible T entre ocio, o
dedicarlo a la producción de los bienes, mientras que (3.2) nos da la restricción
de recursos, ya que el stock disponible en un momento t de cada uno de los
bienes Y1t e y Y2t, puede ser dedicado bien a ser consumido o formar parte
como input en la producción de más cantidad de él mismo. De esta forma,
Y1t puede ser en parte consumido, o bien ser utilizado como input en la
producción de él mismo, X11; y como input en la producción del bien 2, X21:
La función de producción viene dada por:
Y1t+1 = Z1t+1N
1
1t (X
a11
11 X
a12
12 ) : Y2t+1 = Z2t+1N
2
2t (X
a21
21 X
a22
22 ) ((3.3))
El supuesto de rendimientos constantes a escala, implica:
1 + a11 + a12 = 1 : 2 + a21 + a22 = 1
Finalmente, supondremos que el proceso estocástico que sigue la pertur-
bación viene dado por:
lnZit+1 = (1  i) lnZi + i lnZit + "it : i = 1; 2 : 0 < i < 1 : "it  iid(0; 2")
Solución.
El objetivo del agente representativo (Crusoe) es maximizar el valor es-
perado de su utilidad a lo largo de su vida, sujeto a las restricciones de
recursos y a la tecnología disponible.
Sea V (St) el máximo de la función de utilidad:
V (St) = MaxfC1t;C2t;N1t;N2tg
Et
" 1X
s=t
s tU(Cs; `s)
#
Max
fC1t;C2t;N1t;N2tg
"
U(Ct; `t) + Et
1X
s=t+1
s (t+1)U(Ct; `t)
#
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V (St) = MaxfC1t;C2t;N1t;N2tg
[U(Ct; `t) + EtV (St+1)]
obtenemos la expresión de la ecuación funcional de Bellman, donde St =
fY1t; Y2t; Z1t; Z2tg representa el vector de variables de estado.
Este problema tiene solución cerrada, debido al supuesto de preferencias
logarítmicas y el hecho de que la tasa de depreciación elegida sea del 100
%26. La solución para la función de valor toma la forma siguiente:
V (St) = K + 1 lnY1t + 2 lnY2t + 3 lnZ1t + 4 lnZ2t
donde i y i son parámetros a determinar, y son obviamente función de los
parámetros estructurales del modelo.
Sustituyendo la restricción de tiempo en la función de utilidad, podemos
resumir el problema como:
V (St) = MaxfC1t;C2t;N1t;N2tg
[0 ln (T   (N1t +N2t)) + 1 lnC1t + 2 lnC2t + EtV (St+1)]
sujeto a la restricción de recursos (3.2) y a la tecnología (3.3):
Cit +
2X
j=1
Xijt = Yit : Yit+1 = Zit+1N
i
it
2Y
j=1
X
aij
ijt
Las condiciones de optimización de primer orden vienen dadas por:
@V
@C1t
=
1
C1t
+ 1
1
Y1t+1
@Y1t+1
@X1j
@X1jt
@C1t
= 0) 1
C1t
=
jaj1
X1j
: j = 1; 2 ((3.4))
@V
@C2t
=
2
C2t
+ 2
1
Y2t+1
@Y2t+1
@X2j
@X2jt
@C2t
= 0) 2
C2t
=
jaj2
X2j
: j = 1; 2 ((3.5))
@V
@N1t
=
 0
T   (N1t +N2t) + 
@Y1t+1
@N1t
) 0
T   (N1t +N2t) =
11
N1t
((3.6))
@V
@N2t
=
 0
T   (N1t +N2t) + 
@Y2t+1
@N2t
) 0
T   (N1t +N2t) =
22
N2t
((3.7))
26Como ambos reconocen, en este caso: functional equations are solved by hunt and
peckor iterative procedures. In this particular example, however dumb luck yields the
following solution. Real Business Cycle (1993), pag 47.
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La solución para las horas de trabajo puede obtenerse a partir del sistema
formado por (3.1), (3.6) y (3.7).
Nit =
iiT
0 + (11 + 22)
: i = 1; 2 : `t =
0T
0 + (11 + 22)
Las horas de trabajo y de ocio, no dependen de ninguna de las variables de
estado, por tanto, dados los coecientes del sistema, son constantes.
A partir de la condición de primer orden para el consumo de cada uno de
los bienes, junto a la restricción de recursos, obtenemos la demanda óptima
de cada uno de los bienes, así como los inputs utilizados en la producción
de cada uno de ellos. El sistema viene dado por (3.2), (3.6) y (3.7)
1X1j = jaj1C1t : j = 1; 2
2X2j = jaj2C2t : j = 1; 2
Y1t = C1t +X11 +X21
Y2t = C2t +X22 +X12
que nos permite obtener las siguientes soluciones para el consumo
C1t =
1Y1t
1 + (1a11 + 2a21)
: C2t =
2Y2t
2 + (1a12 + 2a22)
((3.8))
y para las utilización de cada bien en la producción de él mismo y del otro,
es decir las demandas como input para cada uno de los bienes:
X11 =
1a11
1 + (1a11 + 2a21)
Y1t : X21 =
2a21
1 + (1a11 + 2a21)
Y1t ((3.9))
X12 =
1a12
2 + (1a12 + 2a22)
Y2t : X22 =
2a22
2 + (1a12 + 2a22)
Y2t ((3.10))
Los parámetros indeterminados pueden ser calculados de la siguiente manera.
Sustituyendo las soluciones (3.8), (3.9) y (3.10) en la ecuación de Bellman
y en la función de producción, podemos expresar lnYit+1 como función lineal
de las variables endógenas en el momento t. A su vez, introduciendo la forma
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funcional logarítmica con la que hemos probado como solución, podemos
identicar los coecientes 1 y 2 en función de los parámetros del modelo.
V (St+1) = K + 1 lnY1t+1 + 2 lnY2t+1 + 3 lnZ1t+1 + 4 lnZ2t+1
V (St) = MaxfC1t;C2t;N1t;N2tg
[1 lnC1t + 2 lnC2t + EtV (St+1)]
Dichos parámetros vienen dados por:
1 =
1(1  a22) + 2a21
(1  a11)(1  a22)  2a12a21
: 2 =
1a12 + 2(1  a11)
(1  a11)(1  a22)  2a12a21
Para identicar 1 y 2 debemos introducir la forma funcional especíca para
el shock tecnológico. Dado que el ocio y las horas trabajadas son constantes
no es necesario incluirlas para determinar dichos parámetros.
La identicación da lugar a los siguientes resultados:
1 = 1 +  (1a11 + 2a21)
2 = 2 +  (1a12 + 2a22)
3 =
1
1   : 4 =
2
1  
Podemos expresar, las soluciones del modelo como:
C1t =
1
1
Y1t : C2t =
2
2
Y2t
X11t = a11Y1t : X21t = 
2
1
a21Y1t
X12t = 
1
2
a12Y2t : X22t = a22Y2t
La demanda de consumo nal de cada uno de los bienes depende direc-
tamente de las preferencias de los individuos y del stock producido hasta ese
momento t e inversamente de cada uno de los parámetros i: La demanda
como input de cada uno de los bienes depende directamente de su stock o
nivel producido en t, mientras que la utilización como input de cualquiera
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de los bienes, depende directamente de su participación en la producción
de dicho bien, que podríamos interpretar en este modelo como un índice de
productividad del bien como factor productivo.
El precio de cada uno de los bienes puede obtenerse a partir de la condición
de envolvente del problema, que nos da el incremento de valor en el óptimo
cuando cambia la variable de estado endógena, Yit:
@V (St)
@Yit
= Pit =
i
Yit
En segundo lugar, una hora adicional dedicada a cualquiera de las ac-
tividades debe ser remunerada en equilibrio al mismo salario y dedicar una
hora adicional a trabajar en la producción de cualquiera de los bienes y por
tanto disminuir en la misma cuantía el ocio, debe dejar inalterada la utilidad
máxima o dar el mismo nivel de satisfacción, por tanto:
wt =
@u(C; `t)
@`t
El tipo de interés puede también calcularse a partir de la condición de la
envolvente del problema
@V (St)
@Yit
= Et
@V (St+1)
@Yit+1
@Yit+1
@Yit
El tipo de interés es por denición, cuántas unidades monetarias adicionales
espero recibir en el futuro si hoy decido prestar una unidad monetaria. La
interpretación de la ecuación de la envolvente es exactamente igual que la de
la ecuación de Euler, la maximización intertemporal supone que una dismin-
ución en la producción hoy debe ser compensada en el periodo siguiente.

EtYit+1
Yit
=
@Yit
@Yit+1
=
1
1 + rt+1
A lo largo del óptimo entre dos periodos, el individuo mantendrá constante
su utilidad variando la producción hoy si en el futuro puede compensar dicha
variación.
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Shocks de productividad.
Una shock tecnológico positivo que afecte a uno de los bienes provoca un
aumento en la cantidad de ese bien, manteniendo constantes los factores uti-
lizados en su producción. Sin embargo, una mayor dotación del bien provoca
un aumento en su demanda ya sea como input o como bien de consumo,
alterando las asignaciones óptimas de inputs anteriores al shock tecnológico.
Si como estamos suponiendo cada uno de los bienes contribuye a la pro-
ducción del otro de forma positiva, el aumento en la dotación de uno de ellos
debida a la perturbación tecnológica elevará la producción del otro bien, dado
que la producción de éste depende de la dotación del otro.
La solución del modelo puede expresarse en forma de vector autorregresivo
sustituyendo las soluciones para las horas trabajadas y las utilizaciones de
bienes en la producción de cada bien en la función de producción.
lnY1t+1 = 1 ln
11T
0 + (11 + 22)
+a11 ln a11Y1t+a12 ln 
1
2
a12Y2t+lnZ1t+1
lnY2t+1 = 2 ln
22T
0 + (11 + 22)
+a21 ln 
2
1
a21Y1t+a22 ln a22Y2t+lnZ2t+1"
lnY1t+1
lnY2t+1
#
=
"
1
2
#
+
"
a11 a12
a21 a22
#"
lnY1t
lnY2t
#
+
"
lnZ1t+1
lnZ2t+1
#
donde los coecientes i son función de los parámetros del modelo.
1 = 1 ln
11T
0 + (11 + 22)
+ a11 ln a11 + a12 ln 
1
2
a12
2 = 2 ln
22T
0 + (11 + 22)
+ a21 ln 
2
1
a21 + a22 ln a22
Dada la estructura del proceso de shock, podemos expresarlo como:
lnZit+1 =
1X
j=0
i"i(t+1 j) = i(t+1)
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teniendo en cuenta que
t+1  iid

0;
2"
1  2

Aplicando el operador de retardos y siendo la matriz de coecientes invert-
ible, obtenemos la producción de cada bien en función de las perturbaciones."
lnY1t+1
lnY2t+1
#
=
"
I  
"
a11 a12
a21 a22
#
L
# 1 "
1 + 1(t+1)
2 + 2(t+1)
#
"
lnY1t+1
lnY2t+1
#
=
1X
j=0
"
a11 a12
a21 a22
#j "
1 + 1(t+1 j)
2 + 2(t+1 j)
#
De esta forma, una perturbación que en principio afecta a uno de los bienes,
se propaga al otro a través de la matriz A de participaciones de los inputs en
la función de producción.
Supongamos 1t+1 > 0; 1t+j = 0, j > 1 y 2t+j = 0;8j:
A corto plazo, en el momento del impacto, una perturbación que afecte
sólo al bien 1, eleva la producción de dicho bien con respecto a su valor de
equilibrio, dejando inalterada la del otro bien."
lnY1t+1
lnY2t+1
#
=
"
1 0
0 1
#"
1t+1
0
#
Sin embargo, conforme transcurre el tiempo."
lnY1t+2
lnY2t+2
#
=
"
a11 a12
a21 a22
#"
1 + 1t+1
0
#
=
"
a11(1 + 1t+1)
a21(1 + 1t+1)
#
Y en general, para cualquier horizonte temporal, k periodos hacia delante."
lnY1t+k
lnY2t+k
#
=
"
ak11(1 + 1t+1)
ak21(1 + 1t+1)
#
El modelo serviría para explicar los comovimientos que se observan en dis-
tintos sectores ante perturbaciones que en principio sólo afectan a uno de
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ellos.
De igual forma que hemos demostrado la propagación de un shock de
productividad sobre la cantidad de bienes producidos, es inmediato ver que
el consumo de ambos bienes y las cantidades asignadas a la producción de
cada bien se verán afectadas ante los cambios en la producción total de ambos
bienes.
A partir de las soluciones del problema podemos obtener la dinámica que
seguirán tanto la demanda de ambos bienes como la demanda de cada uno
como inputs en la producción."
C1t+1
C2t+1
#
=
"
1
1
0
0 2
2
#"
lnY1t+1
lnY2t+1
#
=
"
I  
"
a11 a12
a21 a22
#
L
# 1 "
1 + 1(t+1)
2 + 2(t+1)
#
"
a11 a21
2
1
a12
1
2
a22
#"
lnX11t+1 lnX12t+1
lnX21t+1 lnX12t+1
#
=
"
lnY1t+1
lnY2t+1
#
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3.3. Equilibrio competitivo. Interpretación
de las condiciones de óptimo.
La idea principal del equilibrio competitivo es que el sistema de precios
asigna los recursos de forma óptima en el sentido de Pareto, en ausencia
de externalidades, bienes públicos o imperfecciones de cualquier tipo en los
mercados.
Un equilibrio competitivo se dene como una secuencia innita de precios
relativos, que son estrictamente positivos frt;Wtg1t=0 ; una asignación de di-
mensión innita para la empresa, denotada por

Kdt ; N
d
t ; Yt
	1
t=0
e igualmente
una asignación para la economía doméstica representativa fKst ; N st ; Yt; Ct; It; Atg1t=0
tales que:
1. La asignación fKst ; N st ; Yt; Ct; It; Atg1t=0 resuelve el problema de la
economía doméstica dada la secuencia de precios frt;Wtg1t=0 :
El problema para la economía doméstica es:
Max
fCt;At+1;Ntg
E0
" 1X
t=0
tu(Ct; `t)
#
sujeto a las restricciones
At+1 = WtNt   Ct + (1 + rt)At ((3.11))
Nt + `t = 1
Ct; At; Nt; `t  0
A0 dado
donde `t es el número de horas de ocio y At es el nivel inicial de activos que
posee la economía doméstica.
La restricción de la economía doméstica viene dada por la ecuación (3.11)
donde el nivel de activos en el periodo siguiente es igual al ahorro, dado por
la diferencia entre su renta salarial WtNt y su consumo Ct más la riqueza
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inicial At y el rendimiento que genera dicha riqueza.
En cada periodo, dados los precios de los factores, la economía doméstica
debe elegir cuánto trabajo ofrecer, cuánto consumir y cuánto ahorrar o pedir
prestado de tal forma que se verique la restricción presupuestaria periodo a
periodo.
2. la asignación

Kdt ; N
d
t ; Yt
	1
t=0
resuelve el siguiente problema de la em-
presa dados los precios frt;Wtg1t=0
Max
fKt;Ntg
Yt   (rt + )Kt  WtNt
sujeto a la restricción
Yt = ZtF (Kt; Nt)
Determinación del óptimo. Argumentos variacionales.
En primer lugar, la economía doméstica elige cuánto consumir y cuantas
horas de trabajo ofrecer en cada periodo. Los argumentos variacionales se
basan en que los cambios en su utilidad deben ser nulos cuando la economía
doméstica decide alterar alguno de los argumentos de los que aquélla depende.
Supongamos que decide en un periodo t aumentar su oferta de trabajo en
N y utilizar el aumento en sus ingresos para aumentar su consumo en el
mismo periodo, de tal forma que si está optimizando, esta decisión no debe
alterar su utilidad esperada intratemporalmente.
La desutilidad derivada de ofrecer más trabajo en un periodo t, debe
ser igual al aumento de utilidad derivado de la posibilidad de aumentar su
consumo. Por tanto, a partir de la función de utilidad tenemos que a lo largo
de la senda óptima debe vericarse:

u
N
N = 
u
C
C
donde el aumento en el consumo viene dado por:
C = WtN
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Por tanto, la condición de óptimo intratemporal viene dada por:
u
N
= Wt
u
C
Expresado en otros términos, en cada momento del tiempo, en el óptimo,
la relación marginal de sustitución entre consumo y oferta de trabajo es igual
al salario real, resultado estándar en cualquier problema de optimización
estática.
En segundo lugar, consideremos un cambio marginal en el consumo hoy.
De nuevo, a lo largo de la senda dinámica óptima, la utilidad esperada no
debe cambiar. El cambio en el consumo hoy permite que el individuo pueda
aumentar o disminuir sus posibilidades de consumo futuras. Supongamos que
la economía doméstica disminuye su consumo en t, en la cuantíaCt y utiliza
el ahorro resultante para aumentar su riqueza y por tanto con la esperanza
de aumentar su nivel de consumo en el periodo siguiente por encima del que
hubiera podido alcanzar si no hubiese reducido su consumo en t.
El coste en términos de utilidad hoy debe ser igual al incremento de
utilidad que obtendría en el periodo siguiente, t + 1: Esto es, maximizar
intertemporalmente la utilidad implica que debe vericarse:
u
@Ct
Ct = Et
u
@Ct+1
Ct+1
donde
Ct+1 = (1 + rt+1)Ct
Por una parte, los ujos de utilidad derivados del consumo futuro se actual-
izan a la tasa subjetiva,  y por otra, el ahorro resultante y la desutilidad de
consumir menos en t, debe ser compensada por un aumento en el consumo
futuro, dado por el rendimiento de dicho ahorro.
Por tanto a lo largo de la senda óptima, la condición intertemporal es:
u
Ct
= Et
u
Ct+1
(1 + rt+1)
Este resultado no es otro que la conocida ecuación de Euler para el consumo.
144
En otras palabras, la relación marginal de sustitución entre consumo pre-
sente y consumo futuro es igual, en el óptimo, a:
RMSct+1ct =
uC(Ct; 1 Nt)
uC(Ct+1; 1 Nt+1) = (1 + rt+1)
La parte izquierda de la ecuación es la tasa o relación marginal de sustitución
entre el consumo entre dos periodos de tiempo consecutivos, mientras que la
derecha es la relación marginal de transformación. La valoración subjetiva
que realiza el individuo de consumo presente frente a consumo futuro, su
RMS, tiene que ser igual al precio relativo del consumo presente en términos
de consumo futuro (1 + rt+1):
Si el individuo espera hoy que el tipo de interés aumente, entonces susti-
tuirá consumo presente por consumo futuro ya que el consumo presente se
ha encarecido en relación al consumo futuro.
De forma análoga a la anterior, si nuestro agente económico decide tra-
bajar una hora adicional en el periodo t obtendrá una pérdida de utilidad
dada por
  @u
@Nt
WtNt
El comportamiento optimizador de la utilidad implica que dicha pérdida de
utilidad debe ser igual a la ganancia de utilidad descontada que obtendrá en
el periodo siguiente:
 Et

@u
@Nt+1
Wt+1(1 + rt+1)Nt

La variación neta de utilidad debe ser nula y por tanto debe vericarse
@u
@Nt
WtNt = Et

@u
@Nt+1
Wt+1(1 + rt+1)Nt

En términos no estocásticos:
RMSnt+1nt
uN(Ct; 1 Nt)
uN(Ct+1; 1 Nt+1) = (1 + rt+1)
Wt
Wt+1
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La parte izquierda de la ecuación nos da la relación marginal de susti-
tución entre oferta de trabajo en dos periodos consecutivos mientras que la
parte de la derecha nos da la relación marginal de transformación o cociente
de precios relativos en los dos periodos. El sujeto económico estará dispuesto
a ofrecer más trabajo hoy si aumenta el salario real hoy en relación al salario
esperado mañana, dado un tipo de interés real. Dicho de otra forma, el coste
de oportunidad del ocio hoy es mayor si aumenta el salario real presente en
relación al salario real futuro.
3. A la solución del problema debemos añadirle la denominada condición
de transversalidad que puede derivarse a partir de la restricción presupues-
taria de la economía doméstica. Dicha restricción nos dice que la diferencia
entre la renta laboral más la renta procedente de la tenencia de activos menos
el consumo es igual a la acumulación de activos. Con el n de impedir que el
individuo pueda pedir prestado sin límite y por tanto intente elevar su con-
sumo a través de una desacumulación contínua de activos debemos imponer
la denominada condición de transversalidad, también denominada de juego
no Ponzi.
Despejando el nivel de activos en la restricción presupuestaria.
At =
Ct  WtNt
1 + rt
+
At+1
1 + rt
y resolviendo recursivamente hacia delante
At =
(
TY
j=0

1
1 + rt+j
)
(Ct+j  Wt+jNt+j) +
(
TY
j=0

1
1 + rt+j
)
At+T
At + rt;t+jWt+jNt+j = rt;t+j Ct+j + rt;t+j At+T
rt;t+j =
(
TY
j=0

1
1 + rt+j
)
La solución expresada así nos expresa que el valor actual de la renta salarial
del individuo más su nivel de riqueza inicial deben ser igual al valor actual del
consumo más un segundo término que sería el valor actual de la riqueza en el
periodo nal. Si éste fuese negativo implicaría que el nivel de consumo a lo
146
largo de la vida del individuo es superior al valor actual de su riqueza y de su
renta salarial dejando una deuda impagada al nal de su vida, lo cual está en
contradicción con el comportamiento optimizador de los individuos, esto es,
nadie desearía nanciar a alguien que no le va a devolver dicha deuda. Por
contra si este término fuese positivo, el individuo dejaría una riqueza nal
con lo que su nivel de consumo a lo largo de su vida sería inferior al valor
descontado de su renta y a su nivel inicial de riqueza, con lo que en este caso
el individuo no estaría maximizando su utilidad. Por tanto, la condición de
transversalidad del problema viene dada por:
l{m
T!1
(
TY
j=0

1
1 + rt+j
)
at+T = 0
4. Finalmente, las empresas se enfrentan en el modelo básico a un problema
estático de maximización del benecio sujeto a la restricción tecnológica y por
tanto demandan factores productivos hasta que su productividad marginal
es igual a su precio.
rt +  = ZtFK(Kt; Nt)
Wt = ZtFN(Kt; Nt)
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3.4. Resolución a través del
planicador social.
Resolver a través del planicador social (social planner) supone ignorar
los mercados y calcular directamente el óptimo social.
El problema del planicador social es maximizar la función de utilidad:
Max
fCt;`tg
E0
1X
t=0
tu(Ct; `t)
sujeto a las restricciones siguientes:
La función de producción agregada:
Yt = ZtF (Kt;Nt)
La restricción de recursos:
Yt = Ct + It
La dinámica del stock de capital:
Kt+1 = (1  )Kt + It
La restricción de tiempo:
Nt + `t = 1
K0 dado
Obtendremos las condiciones de primer orden, a partir del lagrangiano, con-
virtiendo el problema en otro equivalente con una sola restricción. Susti-
tuyendo la función de producción y la inversión en la restricción de recursos
y la restricción temporal en la función de utilidad.
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La restricción de recursos por tanto viene dada por:
ZtF (Kt;Nt) = Ct +Kt+1   (1  )Kt
Las variables de decisión del social planner son Ct; Nt; Kt+1, mientras
que las variables de estado son el stock de capital Kt (variable endógena de
estado) y Zt, la perturbación tecnológica o variable exógena de estado.
L(Ct; Nt; Kt+1; t) =
1X
t=0
tE0 [u(Ct; 1 Nt) + t(ZtF (Kt; Nt) + (1  )Kt   Ct  Kt+1)]
Las condiciones de primer orden del problema son:
@L
@Ct
= t(uC(Ct; 1 Nt)  t) = 0
@L
@Nt
= t [ u`(Ct; 1 Nt) + tZtFN(Kt; Nt)] = 0
@L
@Kt+1
=  tt + Et

t+1t+1 (Zt+1FN(Kt+1; Nt+1) + (1  ))

= 0
@L
@t
= ZtF (Kt; Nt) + (1  )Kt   Ct  Kt+1 = 0
junto a la condición de transversalidad del problema que es:
l{m
t!1
tu0(Ct)Kt+1 = 0
Que pueden expresarse como:
uC(Ct; 1 Nt) = t
u`(Ct; 1 Nt) = tZtFN(Kt; Nt)
t = t+1 (Zt+1FN(Kt+1; Nt+1) + (1  ))
ZtF (Kt; Nt) + (1  )Kt   Ct  Kt+1 = 0
Condiciones que son equivalentes a las obtenidas a través del equilibrio com-
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petitivo, teniendo en cuenta que el tipo de interés real es igual a la produc-
tividad marginal del capital menos la tasa de depreciación.
3.5. Un modelo básico de Ciclo
Económico Real.
En este apartado vamos a resolver explícitamente un modelo de Ciclo
Económico Real, parametrización la función de utilidad y la función de pro-
ducción. Asumiremos que la tasa de depreciación es del 100 % y por tanto
 = 1: Este modelo fue analizado por McCallum (1989) y básicamente equiv-
ale al modelo que plantea Prescott27 (1986).
Esta formulación básica también ha sido utilizada por Atteld, Demery
y Duck (1991, cap 8), García de Paso (1999, cap 5) y en un modelo con dos
periodos por Chan y Trehan (1991).
El supuesto restrictivo sobre la tasa de depreciación junto a la función de
utilidad logarítmica y separable en sus dos argumentos nos permitirá obtener
una solución cerrada del problema.
El problema al que nos enfrentamos viene dado por:
Max
fCt;`tg
E0
1X
t=0
t [ lnCt + (1  ) ln `t]
Las restricciones son las habituales:
Yt = ZtK

t N
1 
t
Yt = Ct + It
Kt+1 = It
Nt + `t = 1
Kt; Ct; Nt; `t  0
27Prescott (1986) utiliza una función de utilidad donde el ocio depende de sus valores
pasados.
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K0; Z0 dados
La dinámica de la perturbación de oferta, el shock tecnológico viene dada
por:
logZt = (1  ) lnZ +  logZt 1 + "t : 0    1
donde "t es ruido blanco.
Aún siendo repetitivo, planteamos de nuevo el problema y directamente
obtenemos las condiciones de primer orden del problema.
El conjunto de restricciones puede resumirse en una si sustituimos la
función de producción y la restricción de recursos en la dinámica del capital
y eliminamos de la función de utilidad el ocio, expresándola en función de la
oferta de trabajo.
La restricción nos quedaría con  = 1 como:
Kt+1 = ZtK

t N
1 
t   Ct
Calculados el nivel de consumo, la oferta de trabajo y el stock de capital
que desea tener óptimamente en el periodo siguiente es inmediato el cálculo
de la inversión.
L(Ct; Nt; Kt+1; t) =
1X
t=0
tE0 [u(Ct; 1 Nt) + t( Kt+1 + ZtF (Kt; Nt)  Ct)]
Con las funciones propuestas, dichas condiciones quedan de la siguiente man-
era:
t =

Ct
1  
1 Nt = tZtK

t (1  )N t
t = Et

t+1Zt+1N
1 
t+1 K
 1
t+1

Ct +Kt+1 = ZtK

t N
1 
t
En esencia la solución es un sistema no lineal con cuatro ecuaciones y
cuatro variables endógenas, Ct; Nt; Kt+1 y t:
En la terminología habitualmente utilizada lo que debemos calcular son
151
las denominadas reglas de decisión óptimas o policy functions, en las que las
variables de decisión vienen dadas en funcion de las variables de estado, Kt
y Zt.
Ct = C(Kt; Zt) : Nt = N(Kt; Zt) : Kt+1 = K(Kt; Zt) : t = (Kt; Zt)
El problema principal de cálculo es cómo resolver el sistema anterior.
En el caso sencillo que estamos considerando, el nivel de horas trabajadas no
cambia ya que los efectos renta y sustitución en la oferta de trabajo se anulan
ante un cambio en el salario real con lo cual dejan inalterada la asignación
de ocio y trabajo, por lo que en equilibrio se verica Nt = N:
El sistema puede resolverse a través del método de coecientes indeter-
minados28 como lo hace McCallum (1989) o Atteld, Demery y Duck (1991,
cap 8) pero aquí seguiremos el enfoque de Romer (2001).
Eliminando el multiplicador de Lagrange, la ecuación dinámica de Euler
para el consumo, en logs viene dada por:
  lnCt = ln  + lnEt

1
Ct+1
(1 + rt+1)

((3.12))
donde
1 + rt+1 = Zt+1N
1 
t+1 K
 1
t+1 = 
Yt+1
Kt+1
((3.13))
Dado que la tasa de depreciación es igual a uno, se verican las siguientes
igualdades:
Kt+1 = It = Yt   Ct = Yt   (1  st)Yt = stYt
Ct = (1  st)Yt ) lnCt = ln(1  st) + lnYt ((3.14))
28Dada la estructura del problema y la forma de la función de producción, la expresión
con la que probaríamos como solución para el consumo y la inversión tendría la forma
ct = a0ztk

t
kt+1 = a1ztk

t
donde a0 y a1 serían los parámetros a determinar.
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Sustituyendo (3.14) y (3.13) en (3.12):
  ln(1  st)  lnYt = ln  + ln+ lnEt

1
(1  st+1)Yt+1
Yt+1
Kt+1

  ln(1  st)  lnYt = ln  + ln+ lnEt

1
(1  st+1)Yt+1
Yt+1
stYt

  ln(1  st) = ln    ln st + ln+ lnEt 1
1  st+1
La ecuación dinámica para la tasa de ahorro no depende de las variables
de estado, Kt y Zt, por lo tanto, existe un valor constante st+1 = st = s que
la satisface.
s = 
Por tanto, el consumo es una proporción constante de la renta.
Ct = (1  s)Yt = (1  )Yt
Aplicando este resultado a las condiciones estáticas de óptimo para el con-
sumo y la oferta de trabajo
1  
1 Nt =

Ct
ZtK

t (1  )N t )
1  
1 Nt = (1  )

(1  s)Yt
Yt
Nt
Aplicando logs
ln(1  )  ln(1 Nt) = ln(1  ) + ln    ln(1  s)  lnNt
El número de horas trabajadas ofrecidas tampoco depende de las variables
de estado, sólo de los parámetros del modelo.
ln

Nt
1 Nt

= ln
(1  )
(1  ) (1  s)
N =
(1  )
(1  ) + (1  )(1  s)
Por tanto, la solución de equilibrio para las horas de trabajo es constante.
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La solución para el consumo y la inversión vienen dadas por:
Ct = (1  )Yt = (1  )ZtKt N1 
Kt+1 = It = St = Yt = ZtK

t
N1 
En suma, las sendas óptimas para cada una de las variables viene dada por
las siguientes expresiones que expresadas en forma log-lineal.
lnKt+1 = ln + (1  ) ln N +  lnKt + lnZt
lnCt = ln(1  ) + (1  ) ln N +  lnKt + lnZt
lnYt = (1  ) ln N +  lnKt + lnZt
Nt = N =
(1  )
(1  ) + (1  )(1  )
Los estados estacionarios calculados para Z = 1 y por tanto lnZ = 0 vienen
dados por las siguientes expresiones:
lnK =

ln + (1  ) ln N
1   : lnY
 = ln N +

1   ln
lnC = ln N + ln(1  ) + 
1   ln
Series temporales.
Es conveniente desde el punto de vista expositivo expresar las ecuaciones
dinámicas en términos de desviaciones logarítmicas con respecto a su estado
estacionario.
Deniendo ln K^t = logKt   logK, obtenemos:
lnKt+1 = ln + (1  ) lnn+  lnKt + lnZt
lnKt+1 lnK = (lnKt lnK)+ln+(1  ) ln N+(  1) lnK+lnZt
ln K^t+1 =  ln K^t + lnZt
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El consumo y la producción vienen expresadas en términos de sus desvia-
ciones con respecto al estado estacionario a partir de:
lnCt lnC = ln(1 )+(1  ) ln N+( lnKt    lnK)+ lnK lnC+lnZt
ln C^t =  ln K^ + lnZt
ln Y^t = (1  ) ln N +  ln K^t   lnY  +  lnKt + lnZt
ln Y^t =  ln K^t + lnZt
Sustituyendo la expresión para la perturbación aleatoria y a partir de la
ecuación dinámica para el capital podemos observar que las desviaciones de
las variables respecto su estado estacionario, exceptuando el nivel de empleo,
siguen procesos autorregresivos de orden 2, AR(2).
La ecuación dinámica para el capital viene dada por:
ln K^t+1 =  ln K^t +
"t
1  L
ln K^t+1 = (+ ) ln K^t    ln K^t 1 + "t
ln K^t+1 =
"t
1  (+ )L+ L2 ) ln K^tt+1 =
"t
(1  L) (1  L)
Retardando la ecuación dinámica del capital y sustituyéndola en las restantes
obtenemos de manera análoga las ecuaciones dinámicas para consumo y pro-
ducción:
ln C^t =
"t 1
(1  L) (1  L) +
"t
1  L
ln C^t = (+ ) ln C^t 1    ln C^t 2 + "t
ln Y^t = (+ ) ln Y^t 1    ln Y^t 2 + "t
Estos resultados son interesantes puesto que como subraya McCallum
(1993):
this result is the interest because detrended quearterly U.S. data
series for (the logs of) consumption and other aggregate quanti-
ties are, in fact, well described by second-order autoregressive
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processes
A partir de las ecuaciones dinámicas, solución del sistema, podemos calcu-
lar las funciones impulso-respuesta a través de los multiplicadores dinámicos
que nos miden el impacto en cada periodo sobre las variables endógenas de
un shock transitorio en un momento del tiempo t: Supondremos que "t > 0
y "t+i = 0 8i 6= 0:
Consideremos por ejemplo la producción y calculemos el efecto de una
perturbación tecnológica.
ln Y^t =
"t
(1  L) (1  L)
ln Y^t+k =
1X
j=0
j
 1X
i=0
i"t+k i
!
Para cualquier horizonte temporal k  0 y teniendo en cuenta que k = i
dado que la perturbación sólo se produce en el momento t:
@ ln Y^t+k
@"t
= k
1X
j=0
j  !
k!1
0 : 0   < 1
A largo plazo, por tanto el efecto de la perturbación acaba desapareciendo y
el output retorna a su valor de estado estacionario inicial.
Únicamente en el caso de que la perturbación siga un paseo aleatorio,
 = 1; el output aumentará de forma permanente.
@ ln Y^t+k
@"t
=
1X
j=0
j  !
k!1
1
1   :  = 1
Por tanto, la autocorrelación en la producción depende de la persistencia
de la perturbación tecnológica.
El hecho de que las tres variables sigan el mismo proceso con coecientes
iguales da lugar a que la respuesta de las mismas ante una perturbación sea
la misma, característica que indudablemente no se observa en las series, es
más, el modelo genera uctuaciones de igual magnitud en el consumo y en
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la inversión, en contradicción con la observación bien contrastada de que la
inversión es más volátil que el consumo.
Otra característica no deseable es que el modelo predice un nivel de em-
pleo constante, por tanto, el salario es demasiado procíclico ante un shock
de oferta.
En el modelo con precios exibles y un marco competitivo, el salario real
viene dado por la productividad marginal del mismo
Wt =
@F
@N
= (1  )ZtKt N1  = (1  )
Yt
N
lnWt = ln(1  ) + lnYt   ln N ) ln W^t = ln Y^t
Dado que N es constante, una perturbación de oferta da lugar a que el nuevo
equilibrio en el mercado de trabajo sólo reeje una variación en el salario
real.
La correlación entre salario real y producción es igual a la unidad, hecho
que contradice la observación empírica ya que las variaciones en los salarios
reales tienen una baja correlación con la producción real.
Corr(Wt; Yt) =
Cov(Wt; Yt)p
V ar(Yt)
p
V ar(Yt)
=
1 
N
1 
N
E(Y 2t )  E(Yt)2
V ar(Yt)
= 1
Dado que todas las variables del modelo siguen un proceso AR(2) podemos
calcular fácilmente el coeciente de autocorrelación entre ellas.
En un modelo AR(2) dado por yt + a1yt 1 + a2yt 2 = "t la varianza de
la variable viene dada en función de la varianza de la perturbación por la
siguiente expresión:
2y =
1 + a2
(1  a2) [(1 + a2)2   a21]
2"
En nuestro caso, las varianzas de todas las variables vienen dadas por:
2x =
1 + 
(1  ) (1  2) (1  2)
2
"
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Con lo que este modelo sencillo predice que las variables uctúan lo mismo
ante una perturbación de oferta, esto es, la correlación entre consumo, inver-
sión y producción son iguales a 1.
Finalmente la varianza de cualquiera de las variables aumenta conforme
el shock es más persistente dado que:
2x( = 0) =
1
1  2
2
" < 
2
x( = 1)!1
El shock tecnológico eleva la demanda de trabajo al aumentar la produc-
tividad marginal del mismo y por tanto el salario real presente, dando lugar
a un aumento en la oferta de trabajo. El incremento del salario corriente
(Wt) provoca que el individuo sustituya tiempo de ocio horas de trabajo con
lo que la oferta de trabajo aumentaría y disminuiría la demanda de ocio. Sin
embargo, el aumento del salario real genera un efecto renta, de signo opuesto
al efecto sustitución, que se compensan para dejar inalterado el equilibrio en
el nivel de empleo.
En un modelo estático, con preferencias logarítmicas y donde todo el
ingreso de la economía doméstica procede de su renta salarial, la cantidad
de horas es constante y no depende del salario real. Esto nos indica que los
efectos sustitución y el efecto salario son cuantitativamente iguales.
En un modelo dinámico, con la función de utilidad propuesta y tasa
de depreciación igual a 1, la elasticidad de sustitución intertemporal entre
trabajo y ocio es igual a 1, esto es, una elevación transitoria del salario real
eleva la cantidad de horas trabajadas en la misma cuantía sin embargo el
efecto renta cancela dicha sustitución.
A partir de las condiciones de optimización para las horas trabajadas y
la ecuación de Euler, tenemos que:
1  
1 Nt = tWt
t = Et

t+1Zt+1N
1 
t+1 K
 1
t+1

`t+1
`t
=
1 Nt+1
1 Nt = Et

Wt
Wt+1
(1 + rt+1)

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Dado que en el equilibrio nal las horas trabajadas no cambian:
1 Nt+1
1 Nt = 1 = Et

Wt
Wt+1
(1 + rt+1)

El shock tecnológico no sólo ha cambiado la relación de salarios relativos sino
que también ha elevado la productividad marginal del capital, con lo que el
tipo de interés real debe aumentar.
Este resultado también puede inferirse a partir de la condición de óptimo
para el tipo de interés.
1 + rt = 

Yt
Kt

Dado que Kt no cambia pero sí lo hace Yt, a corto plazo, el tipo de interés
aumenta, al aumentar la productividad marginal del capital.
Sin embargo, en el periodo siguiente se produce una reducción relativa
del tipo de interés ya que con una tasa de ahorro constante, el mayor ahorro
hoy e inversión actual conducen a un stock de capital futuro mayor con lo
que a partir de:
Kt+1 = It = sYt : 1 + rt+1 = 

Yt+1
Kt+1

tenemos que el stock de capital futuro ha aumentado y el tipo de interés fu-
turo ha disminuido en relación al del periodo anterior debido a los rendimien-
tos decrecientes en la función de producción.
En el modelo, aunque el tipo de interés suba, el aumento del salario
provoca un efecto renta considerable que eleva el nivel de consumo desplazando
la curva de oferta de trabajo hacia la izquierda. De esta forma, independi-
entemente de la persistencia de la perturbación, ésta no afecta al número de
horas trabajadas.
En el gráco 3.1. la perturbación de oferta desplaza la función de de-
manda de trabajo hacia la derecha, dando lugar a una sustitución de horas
de ocio por horas de trabajo; sin embargo, la elevación del salario y el efecto
renta en el consumo desplazan la curva de oferta de trabajo hacia la izquierda.
159
W/P
NN0
W0
S0
E0
D1(Z1)
S1
D0(Z0)
Gráfico 3.1.
W1
E1
F0
N1
El resultado es que la perturbación de oferta no afecta a las horas traba-
jadas, debido a que efecto sustitución y renta se cancelan.
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3.6. El método de los coecientes
indeterminados con función de
preferencias aditiva y separable.
En este epígrafe calculamos de manera general a partir del método de
coecientes indeterminados y con una función que ya no es logarítmica en
sus argumentos la solución del modelo de Ciclo Real.
Consideramos la siguiente función de utilidad:
u(Ct; Nt) = lnCt   1
1 + '
N1+'t : ' > 0
unn =
@un
@Nt
Nt
un
=
@(N't )
@N
Nt
un
= '
N' 1t Nt
N't
= '
En esta función de utilidad, el parámetro ' nos mide la inversa de la elasti-
cidad de sustitución intertemporal en el trabajo. La expresion general para
esta expresión está demostrada en el epígrafe 3.2.
n =  
d

Nt
Nt+1

d

un(Nt)
un(Nt+1)
 un(Nt)un(Nt+1)
Nt
Nt+1
=

Nt
Nt+1
' 1 "
'

Nt
Nt+1
' 1# 1
=
1
'
En el caso que ' ! 0, la función de utilidad se hace lineal en horas
trabajadas. Conforme ' aumenta, aumenta la desutilidad que le reporta al
individuo ofrecer más horas de trabajo y por tanto disminuye la elasticidad de
sustitución intertemporal. Al estar la función acotada superiormente ya que
la variable Nt 2 [0; 1] ;cuando '!1, la función de utilidad sólo depende del
consumo y estaríamos en presencia de un modelo con oferta ja de trabajo.
La función de producción es la habitual Cobb-Douglas, dada por:
Yt = exp fZtgKt N1 t
161
Y el proceso estocástico que sigue la perturbación de oferta:
Zt = (1  )Z + Zt 1 + "t
Dado que sólo tenemos un activo At = Kt y Yt = WtNt +
 
@Y
@K
  Kt por
tanto las restricciones desde el punto de vista de la economía doméstica y
desde el punto de vista de la restricción de recursos son la misma:
At+1 = WtNt + (1 + rt)At   Ct ) Kt+1 = (1  )Kt + Yt   Ct
Las condiciones de optimización del problema junto a la restricción de recur-
sos vienen dadas por las siguientes expresiones:
WtC
 1
t = N
'
t ((3.15))
C 1t = Et

C 1t+1(1 + rt+1)

((3.16))
Kt+1 = (1  )Kt + Yt   Ct ((3.17))
Yt = exp fZtgKt N1 t ((3.18))
rt+1 =  exp fZt+1gK 1t+1 N1 t+1    = 
Yt+1
Kt+1
   ((3.19))
Wt = (1  ) exp fZtgKt N t = (1  )
Yt
Nt
((3.20))
Dados los precios, el sistema no lineal anterior nos permitiría determinar las
ecuaciones dinámicas de las variables endógenas del mismo. El parámetro '
es la inversa de la elasticidad de la oferta de trabajo con respecto al salario
real, manteniendo constante el nivel de consumo, esto es, la denominada elas-
ticidad de Frisch. A partir de la condición de primer orden para el consumo
WtC
 1
t = N
'
t .
Nw =
d lnNt
d lnWt
=
1
'
Cálculo del estado estacionario.
En este modelo hemos supuesto que la tecnología no crece a una tasa
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determinista por lo que las variables en el estado estacionario son constantes
y vienen dadas por las siguientes expresiones:
(1 + r) = 1 : R = 1
Y
K
=
r + 

C
Y
= 1  
r + 
C
K
=
Y
K
   = r + 

   = r + (1  )

W = (1  )Y
N
Y
N
=

K
N

Y
K
=

K
N
 1
W
C
= N' ) (1  )Y
C
= N1+'
Resolución del sistema.
El sistema no lineal anterior no tiene solución cerrada, con lo que pro-
cedemos a log-linealizarlo en un entorno de su estado estacionario, donde
la notación en letras minúscula corresponde a la desviación en logaritmos
de cada variable con respecto a su estado estacionario y las variables sin
subíndice temporal indica su valor de estado estacionario. Además hemos
denido Rt+1 = 1 + rt+1 = 1 + FK(t+1)    y r^t es la desviación con respecto
a su valor de largo plazo.
La ecuación (3.15) log-linealizada es:
wt   ct = 'nt
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La ecuación de Euler (3.16):
 ct = Et
h
 ct+1 + R^t+1
i
La restricción de recursos (3.17):
K
Y
kt+1 =
K
Y
(1  )kt + yt   C
Y
ct
La función de producción (3.18):
yt = zt + kt + (1  )nt
El tipo de interés real, denido a partir del rendimiento bruto del capital.
R^t+1 =
r + 
1 + r
(yt+1   kt+1)
R^t+1 =
r
1 + r
r^t+1
El salario real en (3.20):
wt = yt   nt
Sustituyendo las expresiones para los precios de los factores el sistema queda
reducido a cuatro variables endógenas.
yt = (1 + ')nt + ct
r + 
1 + r
[Etyt+1   kt+1] + ct   Etct+1 = 0
kt+1 = (1  )kt + r + 

yt   r + (1  )

ct
yt = (1  )nt + zt + kt
Sustituyendo la función de producción y el nivel de empleo en las dos ecua-
ciones dinámicas, obtenemos el sistema lineal a resolver expresado en térmi-
nos de las dos variables endógenas kt+1 y ct.
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La ecuación de Euler viene modicada de la siguiente manera:
(+ ')nt = zt + kt   ct ) Etnt+1 = Etzt+1 + kt+1   Etct+1
+ '
r + 
1 + r
[Et [(1  )nt+1 + zt+1 + kt+1]  kt+1] + ct   Etct+1 = 0
 r + 
1 + r
(1  )kt+1 + r + 
1 + r
(1  )

Etzt+1 + kt+1   Etct+1
+ '

+
+
r + 
1 + r
Etzt+1 + ct   Etct+1 = 0
r + 
1 + r
1  
+ '
'kt+1 +

1 +
r + 
1 + r
1  
+ '

Etct+1   ct = r + 
1 + r
1 + '
+ '
Etzt+1
((3.21))
Mientras que la restricción de recursos tiene por expresión:
kt+1 = (1 )kt+r + 


(1  )

zt + kt   ct
+ '

+ zt + kt

 

r + 

  

ct
kt+1 =

(1  ) + (r + ) 1 + '
+ '

kt+
r + 


1 + '
+ '

zt 

r + 

1 + '
+ '
  

ct
((3.22))
Con el n de simplicar de alguna manera los coecientes en la identi-
cación, denotamos como:
 =
r + 
1 + r
1
+ '
: a1 =
r + 

1 + '
+ '
Y por tanto nuestras dos ecuaciones (3.21) y (3.22) quedan:
 '(1  )kt+1 + (1 + (1  ) )Etct+1   ct =  (1 + ') zt ((3.23))
kt+1 = (1   + a1) kt + a1zt   (a1   )ct ((3.24))
De nuevo aplicamos el método de los coecientes indeterminados y nuestra
conjetura para las dos variables en las que hemos reducido el modelo es.
ct = ckkt + czzt : kt+1 = kkkt + kzzt
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Sustituyendo éstas en (3.21) y (3.22) procedemos a identicar las elasti-
cidades o coecientes indeterminados ck; cz; kk y kz:
 '(1  ) (kkkt + kzzt) + (1 + (1  ) ) [ck (kkkt + kzzt) + czzt]
  (ckkt + czzt) =  (1 + ') zt
kkkt + kzzt = (1   + a1) kt + a1zt   (a1   ) (ckkt + czzt)
a partir (3.23) obtenemos:
 '(1  )kk + (1 + (1  ) )ckkk   ck = 0 ((3.25))
 '(1  )kz + (1 + (1  ) ) (ckkz + cz)  cz =  (1 + ')  ((3.26))
y a partir de (3.24):
kk = (1   + a1)  (a1   )ck ((3.27))
kz = a1   (a1   )cz ((3.28))
Sustituyendo (3.27) en (3.25) obtenemos la ecuación de segundo grado
para ck:
 '(1  ) [(1   + a1)  (a1   )ck] +
(1 + (1  ) )ck [(1   + a1)  (a1   )ck]  ck = 0
 (a1 )(1+(1 ) )2ck+f(1 + (1  ) ) (1   + a1)   '(1  )(a1   )  1g ck
((3.29))
+ '(1  ) (1   + a1) = 0
Podemos observar que ck es independiente de la perturbación tecnológica.
Consideremos en primer lugar dos valores extremos de ' y ver cómo evolu-
ciona ck: Para ' = 0;la elasticidad de sustitución intertemporal en el ocio
es alta y la solución para viene dada por la siguiente expresión:
cke'=0 =
1  (1 + (1  ) ) (1   + a1)
 (a1   )(1 + (1  ) ) > 0
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ya que además de (1 + (1  ) ) > 1 se verica
a1    = r + 

1

   = r +    
2
2
=
r + (1  2)
2
> 0
1   + a1 = 1 + r + 

   = 1 + C
K
> 1
En el caso opuesto, ' ! 1; para el cual la elasticidad de sustitución
intertemporal en las horas de ocio es baja y en el límite es igual a 0. La
ecuación de segundo grado para ck se aproxima a la ecuación lineal
f(1 + (1  ) ) (1   + a1)   '(1  )(a1   )  1g ck+ '(1 ) (1   + a1) = 0
y la solución para ck tiene la expresión
cke'=1 = l{m
'!1
  '(1  ) (1   + a1)
(1 + (1  ) ) (1   + a1)   '(1  )(a1   )  1 =?
Dicho límite es difícil de interpretar puesto que cuando '!1, el parámetro
 ! 0.
Calibración.
Este inconveniente nos conduce a considerar unos determinados valores
para los parámetros del modelo de tal forma que podamos hacernos una idea
de los valores que toma la elasticidad del consumo con respecto al capital para
distintos valores de la elasticidad de sustitución intertemporal en el ocio.
Los valores de los parámetros escogidos, estándar en la literatura de Ciclo
Real son:
r = 0:015 :  = 0:025 :  = 0:30
que dan los los siguientes valores para los grandes ratios
C
Y
= 0:75 :
K
Y
= 10:17
Con estos datos podemos calcular cuánto responde el consumo al stock de
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capital para determinados valores del parámetro '.
Tabla 3.1
' 0 0:2 1 5 100
ck 0:4595 0:5076 0:5610 0:5929 0:5064
Conforme aumenta el parámetro '; ck también lo hace y por tanto su
relación es directa.
Obtenida la solución ck > 0, podemos calcular el resto de elasticidades.
Para cz la solución tiene la siguiente expresión.
 '(1 ) (a1   (a1   )cz)+(1+(1 ) ) [(ck (a1   (a1   )cz) + cz)] cz =  (1 + ') 
cz =
  '(1  )a1   a1(1 + (1  ) )ck +  (1 + ') 
  '(1  )(a1   )  (1 + (1  ) ) [(a1   )ck   ]  1
cz =
a1 [ '(1  ) + (1 + (1  ) )ck]   (1 + ') 
(a1   ) [ '(1  ) + (1 + (1  ) )ck]  (1 + (1  ) )+ 1
Dados los valores obtenidos para las combinaciones anteriores de ck y
' procedemos a calcular los posibles valores de la elasticidad del consumo
con respecto a la tecnología, teniendo en cuenta que ahora cz depende del
parámetro de persistencia del shock tecnológico : En la tabla 3.1 siguiente
hemos calculado los distintos valores que puede tomar cz, en función de
algunos valores de persistencia de la perturbación que se encuentran en la
columna de la izquierda y de los valores seleccionados para ' que se encuen-
tran en la primera la.
Tabla 3.2
cz
 '
0 0:2 1 5 100
0 0:1843 0:1506 0:1038 0:0874 0:0678
0:5 0:2370 0:2014 0:1423 0:1243 0:0931
0:95 0:5681 0:5355 0:4353 0:4173 0:3154
1 0:7740 0:7573 0:6778 0:6736 0:5526
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Como podemos observar, el valor de cz aumenta con la persistencia de
la perturbación para cualquier valor de ' y disminuye conforme aumenta
el parámetro ' para cualquier valor dado de la perturbación. Expresado
analíticamente, la relación entre la elasticidad y los dos parámetros es:
@cz
@'
< 0 :
@cz
@
> 0
En cualquier caso sí es posible calcular analíticamente la expresión para
cz en el caso en el que ' = 0, y por tanto, las otras dos restantes, kke'=0 y
kze'=0:
cze'=0 =
a1(1 + (1  ) )ck    
(1 + (1  ) ) f(1   + a1)  g
kke'=0 =
1
1 + (1  ) : kze'=0 = a1   (a1   )cze'=0
La respuesta de cze'=0 y de kze'=0 ante un shock tecnológico depende de
su persistencia, mientras que kke'=0 es independiente de la misma.
Como subcaso particular de éste podemos derivar las soluciones del mod-
elo básico de ciclo real del epígrafe 3.5. con solo hacer que la tasa de de-
preciación tome el valor 1. En este caso concreto las elasticidades tienen
soluciones simples:
=1cke'=0 =  : 
=1
cze'=0 = 1 : 
=1
kke'=0 =  : 
=1
kze'=0 = 1
Y la solución para las variables vendría dada por:
wt = yt = kt+1 = ct = kt + zt : nt = 0
que son los resultados que obtuvimos en el modelo básico del epígrafe 3.5.
Soluciones para el resto de las variables.
Dadas las elasticidades que son funciones de los parámetros del modelo,
inmediatamente podemos calcular el resto de las expresiones de las variables
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del modelo:
ct = ckkt + czzt : kt+1 = kkkt + kzzt
Sustituyendo éstas en las expresiones para las horas trabajadas, el output
y el salario obtenemos:
nt =
1
+ '
[  ck] kt +
1
+ '
[1  cz] zt
yt =

+
1  
+ '
(  ck)

kt +

1 +
1  
+ '
(1  cz)

zt
wt = yt   nt = 

1  1
+ '
(  ck)

kt +

1  
+ '
(1  cz)

zt
r^t+1 =
r + 
r
(zt+1 + (1  )nt + (  1)kt+1)
Desde el punto de vista de serie temporal las variables siguen procesos ARMA
(2,1).
Efectos de una perturbación tecnológica.
De nuevo, volvemos a diferenciar los efectos en los casos donde la elasti-
cidad de sustitución intertemporal del trabajo es alta y baja.
Para ' = 0, las soluciones anteriores para nuestras variables vienen dadas
por:
ct =
1  (1 + (1  ) ) (1   + a1)
 (a1   )(1 + (1  ) ) kt+
a1(1 + (1  ) )ck    
(1 + (1  ) ) f(1   + a1)  gzt
kt+1 =
1
1 + (1  ) kt + kze'=0zt
nt =
1


  cke'=0

kt +
1


1  cze'=0

zt
yt =

+
1  

 
  cke'=0

kt +

1 +
1  

(1  cze'=0)

zt
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wt = yt   nt = 

1  1
+ '
 
  cke'=0

kt +

1  
+ '
(1  cz'=0)

zt
Como podemos observar en la tabla, cz alcanza los valores máximos para
cualquier valor del parámetro de persistencia de la perturbación si ' = 0:
En dicho caso, la elasticidad de sustitución intertemporal de trabajo es muy
alta y los efectos de una perturbación tecnológica son máximos. Aunque cz
vaya restando en las expresiones anteriores, lo que indica que el consumo
cancela parcialmente los efectos del shock tecnológico, las expresiones para
horas trabajadas, output y salarios también dependen inversamente de ' y
éste como hemos visto depende directamente de cz:
A corto plazo, el shock tecnológico eleva las variables en la siguiente
cuantía:
nt =
1
+ '
[  ck] kt +
1
+ '
[1  cz] zt
yt =

+
1  
+ '
(  ck)

kt +

1 +
1  
+ '
(1  cz)

zt
wt = yt   nt = 

1  1
+ '
(  ck)

kt +

1  
+ '
(1  cz)

zt
@yt
@"t
= 1 +
1  
+ '
(1  cz) :
@nt
@"t
=
1
+ '
(1  cz)
@wt
@"t
= 

1  
+ '
(1  cz)

:
@ct
@"t
= cz :
@kt+1
@"t
= kz
Si comparamos el efecto a corto plazo tomando como referencia  = 0 con
dos valores distintos de '; por ejemplo ' = 0 y ' = 5 obtenemos el siguiente
resultado para la producción que tiene exactamente la misma interpretación
para el salario y para las horas trabajadas:
@yt
@"t j'=0
= 1 +
1  

(1  0:1843) > @yt
@"t j'=5
1 +
1  
+ 5
(1  0:0874)
En suma, a corto plazo, e independientemente de la persistencia de la per-
turbación, los efectos son mayores cuanto menor es el parámetro ':
Si tomamos ahora un valor dado para ' y deseamos calcular el efecto
a corto plazo sobre las variables anteriores pero para distintos valores en la
171
persistencia de la perturbación, el resultado que obtenemos es que mientras
más persistente sea dicha perturbación menor será el efecto sobre la variable,
ya que como hemos visto cz aumenta con : Por ejemplo, para ' = 0 y  = 0
y  = 1:
@yt
@"t j=0
= 1 +
1  

(1  0:1843) > @yt
@"t j=1
1 +
1  

(1  0:7740)
Este hecho se explica a partir del hecho de que en el caso de una perturbación
transitoria el efecto sustitución entre ocio y trabajo es muy alto y el efecto
renta es pequeño. Al contrario sucede cuando la perturbación de oferta es
muy persistente.
En las tablas 3.3 y 3.4 ilustramos los cambios a corto plazo en la pro-
ducción y en las horas trabajadas ante una perturbación tecnológica donde
hemos denotado como yz y nz respectivamente, las elasticidades respecti-
vas.
Tabla 3.3
yz
 '
0 0:2 1 5 100
0 2:90 2:19 1:48 1:12 1
0:5 2:78 2:12 1:46 1:11 1
0:95 2:00 1:65 1:30 1:07 1
1 1:52 1:34 1:17 1:04 1
Tabla 3.4
nz
 '
0 0:2 1 5 100
0 2:72 1:70 0:69 0:17 0:01
0:5 2:54 1:60 0:66 0:16 0:009
0:95 1:44 0:93 0:43 0:11 0:007
1 0:75 0:48 0:25 0:06 0:004
La diferencia entre los valores correspondientes a la misma posición en cada
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una de las tablas nos da la variación en el salario real a corto plazo ante una
perturbación tecnológica.
Para ' ! 1 es dicil de interpretar el límite de ck pero con la tabla
calculada para dicha elasticidad podemos ver cuales son los efectos para
' = 100 y tomando como valor de persistencia  = 1.
nt =
1
100:3
[0:3  0:5526] kt + 1
100:3
[1  0:5526] zt
nt =  2:5184 10 3kt + 4: 460 6 10 3zt ' 0
yt =

0:3  0:17
100:3

kt +

1 +
0:31
100:3

zt = 0:30kt + zt
wt = yt   nt = 0:3

1 +
0:25
100:3

kt +

1  0:13
100:3

zt = 0:30kt + zt
Los resultados se aproximan a las siguientes expresiones, que son prácti-
camente las mismas que las del modelo con oferta de trabajo ja y elasticidad
de sustitución intertemporal en el consumo igual a la unidad. Curiosamente
las soluciones son las mismas que en el caso de función de utilidad logarítmica
y tasa de depreciación del stock de capital,  = 1:
nt = 0 : yt = kt + zt : wt = kt + zt
Los resultados anteriores no nos permiten aún calcular los efectos de las
perturbaciones tecnológicas sobre kt+1 ya que la solución de éste depende de
kk y de kz:
Por tanto, procedemos a calcular el valor de estas elasticidadades, kk y
kz. Sus expresiones vienen dadas por las ecuaciones (3.27) y (3.28):
kk = (1   + a1)  (a1   )ck
kz = a1   (a1   )cz
Y con los valores elegidos para la calibración, vienen expresadas en función
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de ' como:
kk =

0:975 + 1:182 3 10 2 1 + '
0:3 + '

 

3:940 9 10 2 1 + '
0:3 + '
  0:025

ck
kz = 3:940 9 10 2
1 + '
0:3 + '
 

3:940 9 10 2 1 + '
0:3 + '
  0:025

cz
En las dos tablas siguientes vienen reejados los valores para kk y para kz:
Tabla 3.5
' 0 0:2 1 5 100
kk 0:9156 0:9212 0:9355 0:9456 0:9599
Tabla 3.6
kz
 '
0 0:2 1 5 100
0 0:1117 0:084 0:0541 0:0429 0:0387
0:5 0:1061 0:080 0:0555 0:0421 0:0381
0:95 0:071 0:057 0:0541 0:0364 0:0350
1 0:049 0:042 0:0365 0:0314 0:0316
El mayor efecto a corto plazo sobre kt+1 se produce para valores pequeños
de la persistencia de la perturbación como del parámetro ':
Por otra parte, es importante observar que el modelo es estable, puesto
que todos los valores calibrados para kk son inferiores a la unidad.
Efectos de cambios en kt:
De igual manera que hemos procedido con los efectos de las perturbaciones
tecnológicas, podemos preguntarnos cómo afectan los cambios en el stock de
capital a las variables del modelo, dado un nivel de tecnología.
Consideremos de nuevo los dos casos extremos, ' = 0 y ' = 100:
En el primer caso de una alta sustituibilidad intertemporal del trabajo,
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la solución para kt+1 y considerando además  = 0 viene dada por:
kt+1 =
1
1 + (1  ) kt + kze'=0zt ) kt+1 = 0:9156kt + 0:1117zt
nt =  0:5317kt + 2:72zt
yt =  0:0723kt + 2:90zt
wt = yt   nt = 0:4594kt + 0:18zt
ct = 0:4595kt + 0:1843zt
En el caso de una perturbación tecnológica con nula persistencia y alta susti-
tuibilidad intertemporal en el trabajo, los individuos reaccionan aumentando
su consumo y su stock de capital fundamentalmente. En unidadades mone-
tarias, los órdenes de magnitud son los siguientes:
Kt+1
Kt
= 0:9156 :
Yt
Kt
=  0:0723  Y
K
=  0:0071
Kt+1
Kt
= (1  )Kt
Kt
+
Yt
Kt
  Ct
Kt
) Ct
Kt
= 0:052
Para una baja sustituibilidad intertemporal y el mismo valor para el
parámetro de persistencia, las soluciones vienen dadas por:
nt = 0 : yt = kt + zt : wt = kt + zt
ct = 0:5064kt + 0:0678zt : kt+1 = 0:9599kt + 0:0387zt
Un aumento en el stock de capital de un 1 %, elevaría la producción y los
salarios un  % mientras que el stock de capital futuro aumenta un 0:96%:
Podemos ver el orden de magnitud de estos resultados en términos de
unidades monetarias a partir de la restricción de recursos en términos de
variaciones absolutas.
Con las elasticidades calculadas, tenemos que:
Kt+1
Kt
= 0:9599 :
Yt
Kt
= 0:3
Y
K
= 0:04
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Por tanto:
Ct
Kt
= 1  0:025  0:9599 + 0:04 = 0:055
Realmente, un aumento en kt cuando la perturbación tecnológica es tran-
sitoria, no genera diferencias signicativas en los efectos sobre las variables
con lo que podríamos concluir que un aumento en el stock de capital hoy,
eleva de forma signicativa el el stock de capital futuro y el consumo casi
en la misma cuantía en ambos casos. Cuando la sustituibilidad es alta los
individuos desean ofrecer menos horas de trabajo ante un stock de capital
inicial más elevado y no las pueden modicar cuando la sustituibilidad es
baja. El impacto por tanto en la producción es negativo en el primer caso y
pequeño aunque positivo en el segundo caso.
Estos resultados están en total consonancia con aquellos que se derivan de
las teorías modernas del consumo como la Hipótesis de la Renta Permanente
o la Hipótesis del Ciclo Vital. Una elevación en el volumen de activos no
afecta prácticamente al consumo presente sino que el deseo de los individuos
de mantener un nivel de consumo más o menos homogéneo a lo largo del
tiempo implica que el incremento del capital se iría consumiendo a lo largo
de la vida de los individuos en ausencia de otros motivos por los que dejar
capital al nal de su vida.
Finalmente, podemos analizar el caso en el que la perturbación tecnológ-
ica sea altamente persistente.
De nuevo volvemos a jarnos en los casos en los que ' = 0 y ' = 100
para un parámetro de persistencia  = 1:
En el primero de los casos, las soluciones son:
ct = 0:4595kt + 0:7740zt : kt+1 = 0:9156kt + 0:049zt
Sustituyendo éstas en las expresiones para las horas trabajadas, el output
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y el salario obtenemos:
nt =  0:53kt + 0:75zt
yt = 0:19kt + 1:52zt
wt = yt   nt = 0:72kt + 0:77zt
En el caso ' = 100 los resultados son:
ct = 0:5064kt + 0:5526zt : kt+1 = 0:9156kt + 0:049zt
nt = 0 : yt = 0:3kt + zt : wt = 0:3kt + zt
La estructura de series temporal.
Dada la estructura del proceso de perturbación, un proceso autorregre-
sivo de orden 1, AR(1), las variables del modelo vienen representadas en
general por procesos ARMA(2,1), excepto el stock de capital que tiene una
representación AR(2).
Las ecuaciones dinámica vienen dadas por las siguientes expresiones:
kt+1 =
kz
(1  kkL)(1  L)
"t
ct = ck
kz
(1  kkL)(1  L)
"t 1 +
cz
1  L"t
nt =
kz
+ '
  ck
(1  kkL)(1  L)
"t 1 +
1
+ '
[1  cz]
1  L zt
yt =

+
1  
+ '
(  ck)

kz
(1  kkL)(1  L)
"t 1 +
h
1 + 1 
+'
(1  cz)
i
1  L "t
wt = yt nt =

h
1  1
+'
(  ck)
i
kz
(1  kkL)(1  L)
"t 1+

1  
+ '
(1  cz)

1
1  L"t
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Operando en dichas expresiones:
(1  kkL)(1  L)kt+1 = kz"t
(1  kkL)(1  L)ct = (ckkz   kkcz)"t 1 + cz"t
(1 kkL)(1 L)nt =
1
+ '
(1 cz)"t+
1
+ '
[kz (  ck)  kk(1  cz)] "t 1
(1  kkL)(1  L)yt =

1 +
1  
+ '
(1  cz)

"t+ ((3.30))
+

kz

+
1  
+ '
(  ck)

  kk

1 +
1  
+ '
(1  cz)

"t 1
La función impulso respuesta de la producción ante una perturbación que se
produce en t, esto es, como habitualmente "t+s = 0 8s 6= 0 puede deducirse
a partir de la solución de la ecuación dinámica para yt, donde i son los
coecientes de la ecuación (3.30).
yt+s = 1
1X
j=0
 
jX
i=0
ikk
j iLj
!
"t+s+(2 1kk)
1X
j=0
 
jX
i=0
ikk
j iLj
!
"t 1+s
@yt+s
@"t
= 1
sX
j=0
jkk
s j + (2   1kk)
s 1X
j=0
jkk
s 1 j =
@yt+s
@"t
= 1
s+1   s+1kk
  kk
+ (2   1kk)
s   skk
  kk
A largo plazo, obtenemos que la dinámica de la producción depende de la
persistencia de la perturbación.
l{m
s!1
@yt+s
@"t
! 0 : 0 <  < 1
l{m
s!1
@yt+s
@"t
! 1 +
2
1  kk
> 1 :  = 1
Dado que cz es inferior a la unidad, el cociente
kz
1 kk está alrededor de
la unidad y    ck < 0; podemos asegurar que ante una perturbación muy
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persistente, el output aumenta más de lo que lo hace la perturbación.
Cálculo de correlaciones.
A partir de las soluciones del modelo podemos calcular las correlaciones
entre las variables del mismo a distintos retardos.
Las expresiones concretas para los procesos de serie temporal que siguen
las variables vienen dadas por:
V ar(zt) =
1
1  2
2
"
Cov(kt+1; kt) =
2kz
1  kk
kk + 
1  2kk
V ar(zt)
Cov(kt; zt) =
kz
1  kk
V ar(zt)
Si denotamos como x = ct, yt nt y wt, para cualquiera de ellas, sus
varianzas y covarianzas vienen dadas por:
V ar(xt) = 
2
xkV ar(kt) + 
2
xzV ar(zt) + 2xkxzCov(kt; zt)
Cov(xt; kt) = xkV ar(zt) + xkCov(kt; zt)
mientras que las covarianzas entre consumo, horas trabajadas y salario
real con respecto a la producción, tienen por expresiones:
Cov(xt; yt) = xkykV ar(kt) + xzyzV ar(zt) +
 
xkyz + xzyk

Cov(kt; zt)
El coeciente de correlación tiene la siguiente expresión:
ij(0) =
Cov(xi; xj)p
V ar(xi)V ar(xj)
A partir de las expresiones anteriores calculamos los coecientes de cor-
relación contemporáneos con respecto al output de las variables. En la sigu-
iente tabla tenemos los valores utilizados para los parámetros incluidos en las
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soluciones, donde hemos tomado como valor de referencia una persistencia
de la perturbación  = 0:95 y considerado los dos casos extremos para la
sustitución intertemporal en la oferta de trabajo, ' = 0 y ' = 100:
Tabla 3.7
' '
 = 0:95 0 100
kk 0.9156 0.9599
kz 0.0710 0.0350
ck 0.4595 0.5064
cz 0.5681 0.3154
yk -0.0721 2.999
yz 2 1
nk -0.5316 -0.002
nz 1.44 0.007
wk 0.4595 2.999
wz 0.5681 1
Los coecientes de correlación con el output, vienen dadas por:
Tabla 3.8
ij(0)(' = 0) ij(0)(' = 100)
yt 1 1
ct 0.9642 0.989
nt 0.732 0.9837
wt 0.3825 1
El modelo calibrado con los parámetros anteriores predice una correlación
del consumo con respecto a la producción que es independiente de la elasti-
cidad de sustitución intertemporal mientras que la correlación entre produc-
ción y empleo es mayor conforme mayor sea dicha elasticidad de sustitución.
Sin embargo, la correlación entre salarios y producción sólo puede acercarse
a la correlación empírica para valores altos de dicha elasticidad (' = 0).
Mientras más baja sea dicha elasticidad peor es la correlación entre salario y
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producción en relación a los datos empíricos.
De esta forma, los resultados del modelo se acercan más a los hechos
empíricos mientras mayor sea la elasticidad de sustitución intertemporal en
el trabajo esto es, para ' = 0 donde la curva de oferta de trabajo se hace
prácticamente elástica.
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3.7. El modelo de Ciclo Real desde
la perspectiva del equilibrio
competitivo.
En esta sección plantearemos el modelo de Ciclo Real desde la perspec-
tiva del equilibrio competitivo, analizando el efecto de las perturbaciones de
oferta a partir de un modelo similar al de oferta y demanda agregada. Volver-
emos a resolver el modelo básico en el caso de una perturbación permanente
utilizando el método de Blanchard y Kahn (1980).
Introducimos el factor de descuento estocástico como elemento novedoso
en la modelización que se suele utilizar cuando el rendimiento de los activos
que posee el individuo están sujetos a incertidumbre.
En primer lugar, realizaremos un ejercicio de estática comparativa para
evaluar los efectos de un shock de oferta transitorio.
Planteemos de nuevo el problema para la economía doméstica, pero ahora
se enfrenta a la posibilidad de comprar activos que generan un ujo de
rendimientos incierto en el tiempo.
Max
fCt+j ;Nt+jg
Et
( 1X
j=0
tu(Ct+j; Nt+j)
)
Consideremos dos periodos y planteemos las restricciones presupuestarias a
las que se enfrenta la economía doméstica. El consumo que puede obtener
en un periodo es igual a su renta salarial menos la cantidad de activos que
puede comprar, At, a un precio determinado, pt. Si decide comprar activos
en t; el máximo consumo que puede alcanzar en el siguiente periodo viene
dado por su renta salarial más el rendimiento total derivado de la posesión
de activos comprados en el periodo anterior, xt+1. Tal rendimiento presenta
en general dos componentes, el precio del activo en dicho periodo, pt+1 y
el rendimiento porcentual o dividendo del mismo, dt+1:Por tanto, las dos
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restricciones presupuestarias, una para cada periodo, vienen dadas por:
Ct = WtNt   ptAt
Ct+1 = Wt+1Nt+1 + Atxt+1
El lagrangiano viene dado por:
L(Ct; Ct+1; Nt; Nt+1; At; t; t+1) = Et
1X
j=0
tu(Ct+j; Nt+j)+
t1 (WtNt   ptAt   Ct)
+t2 (Wt+1Nt+1 + Atxt+1   Ct+1)
Las condiciones de primer orden del problema son:
@L
@Ct
= uC(Ct; Nt) = t :
@L
@Ct+1
= Et [uC(Ct+1; Nt+1)] = t+1
@L
@Nt
=  uN(Ct; Nt) = tWt : @L
@Nt+1
=  EtuN(Ct+1; Nt+1) = Et(t+1Wt+1)
@L
@At
=  tpt + Et(t+1xt+1) = 0
Ct = WtNt   ptAt : Ct+1 = Wt+1Nt+1 + Atxt+1
Despejando el precio del activo obtenemos:
pt = Et


t+1
t
xt+1

Su interpretación es la siguiente: bajo condiciones de incertidumbre, la economía
doméstica maximiza cuando valora el precio del activo hoy en base al valor
descontado de los rendimientos futuros, donde Et
n
 t+1
t
o
se conoce con el
nombre de factor de descuento estocástico, pricing kernel o simplemente es
la relación marginal de sustitución entre consumo futuro y consumo presente
y lo denotaremos como:
Mt;t+1= Et

u0(Ct+1; Nt+1)
u0(Ct; Nt)

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Utilizando, dicho factor y despejando el nivel de activos de las dos restric-
ciones, obtenemos29:
Ct +Mt;t+1Ct+1 = WtNt +Mt;t+1Wt+1Nt+1
los ujos de consumo y renta son actualizados con el factor de descuento
estocástico Mt;t+1. En general, la restricción presupuestaria intertemporal
viene dada por30:
1X
j=0
Et [Mt;t+jCt+j] = At +
1X
j=0
Et [Mt;t+jWt+jNt+j]
donde At serían las tenencias iniciales de activos del individuo, que hemos
supuesto nulas en el planteamiento del problema de optimización.
Dicha restricción presupuestaria puede expresarse como:
Ct +
1X
j=1
EtMt;t+j (Ct+j  Wt+jNt+j) = At +WtNt
expresión en la que
P1
j=1EtMt;t+j (Ct+j  Wt+jNt+j) nos indica el valor de-
scontado de los ujos de desahorro futuros, que son iguales al valor de la
riqueza en el periodo t + 1 necesaria para mantener dicho desahorro y que
siga vericando la restricción presupuestaria. El valor actual, en t, de dicha
riqueza viene dado por Mt;t+1At+1:
De esta forma, en t, la economía doméstica conoce su renta laboral uni-
taria, Wt y su riqueza nanciera At y decide cuánto consumir hoy Ct;cuántas
horas de trabajo ofrecer y cuanto ahorrar,donde At+1 representa el poder de
compra que transere desde el periodo t hasta el t+ 1.
29Hemos supuesto que Etxt+1 = xt+1:En el momento de tomar la decisión de invertir
en un activo, el rendimiento futuro es incierto, aquí hemos supuesto previsión perfecta.
Una forma alternativa de obtener el mismo resultado es hacer que la
Cov(Mt;t+1 ; xt+1) = 0:
30Nótese que para un activo sin riesgo y conocidos en t, sus pagos futuros,Mt;t+1= 11+r :
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El problema de la economía doméstica generalizado viene formulado como:
Max
fCt+j ;Nt+jg
Et
( 1X
j=0
tu(Ct+j; Nt+j)
)
sujeto a:
Ct + EtMt;t+1At+1 = WtNt + At
Planteando la ecuación de Bellman.
V (At) = maxfCt;Nt;at+1g
fu(Ct; Nt) + EtV (At+1)g
Las condiciones de primer orden son:
uC(Ct; Nt) + 
@V
@At+1
@At+1
@Ct
= 0 :  uN(Ct; Nt) +  @V
@At+1
@At+1
@Nt
= 0
@V
@At
= 
@V
@At+1
@At+1
@At
El teorema de la envolvente implica además que el cambio en el valor de la
función V (At) cuando cambia la variable de estado, At es igual al multipli-
cador de Lagrange, esto es:
@u(C; N)
@At
=
dV
dAt
= t
Por tanto:
uC(Ct; Nt) = t :  uN(Ct; Nt) =Wtt
Et
t+1
t
=Mt;t+1 ) EtuC(Ct+1; Nt+1)
uC(Ct; Nt)
=Mt;t+1
Ct + EtMt;t+1At+1 = WtNt + At
A partir de las condiciones de primer orden del problema para las economías
domésticas podemos deducir las demandas para el consumo y para la oferta
de trabajo, que vienen dadas en función de los salarios y del valor marginal
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de la riqueza, t:lo que se conoce como funciones de demanda de Frisch31, o
curvas de demanda con utilidad marginal de la riqueza constante.
Ct = C
d(t;Wt)
Nt = N
s(t;Wt)
Las propiedades de las curvas de demanda de Frisch son las siguientes:
a) Dada la concavidad de la función de utilidad, @N
s
@W
> 0; no hay efecto
renta ya que la riqueza se mantiene constante.
b) Si el consumo y el ocio son bienes normales, entonces @N
s
@
> 0 y
@C
@
< 0: Esto es, a lo largo de la senda de expansión la renta aumenta, lo
que disminuye , aumentando el consumo y el nivel de ocio o lo que es lo
mismo disminuyendo el número de horas de trabajo ofrecidas por la economía
doméstica.
c) En general, no podemos determinar el signo de @C
@W
. Sin embargo, en
el caso de funciones de utilidad aditivas y separables, de la forma U(C;N) =
U(C)   (N); se verica @C
@W
= 0: En tal caso, cambios temporales y de
pequeña cuantía en el salario real dejan la riqueza inalterada y por tanto no
afectan al consumo corriente.
Para determinar el equilibrio en el mercado de trabajo necesitamos derivar
la demanda de trabajo por parte de las empresas.
La función de producción con rendimientos constantes a escala y rendimien-
tos decrecientes para cada uno de los factores y con las propiedades habit-
uales, donde Zt representa shocks estocásticos de productividad sobre el fac-
tor trabajo, puede ser expresada como:
Y
K
= F

1; Zt
Nt
Kt

= F (Ztht) : ht =
Nt
Kt
El problema para la empresa es maximizar los rendimientos del capital,
31Dichas funciones están bien denidas dada la concavidad dela función de utilidad.
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eligiendo la cantidad de trabajo h.
t = maxfhtg
F (Ztht) Wtht
La solución del problema estático nos da la curva de demanda de trabajo
Zt
@F
@ht
(Ztht) =Wt = N
d(Zt; ht) ((3.31))
Dada la concavidad de la función de producción, la demanda de trabajo es
decreciente con el salario real, dados Zt y Kt.
El rendimiento del capital, en el óptimo es:
t = F (Ztht)  Zt
@F
@ht
(Ztht)ht
Como no puede ser de otra forma, con rendimientos constantes a escala, los
rendimientos del trabajo más los rendimientos del capital agotan el output,
una simple aplicación del teorema de Euler32.
F (Ztht) = 

t +Wtht
La demanda y la oferta de trabajo, determinan el salario real y la cantidad
de horas de trabajo.
N s(t;Wt) = N
d(Wt; Zt; Kt)
Un aumento en t eleva la oferta de trabajo, @N
s
@
> 0; ceteris paribus, lo
que provoca una caida en el salario y un aumento en las horas trabajadas.
Un aumento en el stock de capital, aumenta la demanda de trabajo, dando
lugar a un aumento en las horas trabajadas y en el salario real, @N
d
@K
> 0. Si
32El Teorema de Euler para funciones homogéneas de dos variables nos dice que si
F (x; y) es homogénea de grado k; entonces
x
@F
@x
+ y
@F
@y
= kF (x; y)
187
el factor de productividad aumenta, el efecto sobre la demanda de trabajo
en principio es ambigüo, ya que por una parte la productividad del trabajo
aumenta pero por otra son necesarias menos horas de trabajo para producir
el mismo nivel de output. Formalmente, si diferenciamos la condición de
primer orden calculada para obtener la demanda de trabajo, dada por (3.31),
manteniendo el salario real constante obtenemos:
d

Zt
@F
@ht
(Ztht)

= Ztd

@F
@ht
(Ztht)

+
@F
@ht
(Ztht)dZt = dWt = 0

@F
@ht
(Ztht) + Ztht
@2F
@h2t
(Ztht)

dZt + Zt
@2F
@h2t
(Ztht)dht = 0
dht
dZt jW
=
Zt
@2F
@h2t
(Ztht)h
@F
@ht
(Ztht) + Ztht
@2F
@h2t
(Ztht)
i > 0
El numerador es negativo, dado el supuesto de rendimientos decrecientes, y
el denominador en principio puede ser positivo o negativo, aunque en gen-
eral asumimos que tiene signo positivo, lo cual se satisface por ejemplo en
funciones del tipo Cobb-Douglas33. Como resultado, el aumento en la pro-
ductividad eleva la demanda de trabajo aumentando el número de horas y el
salario de equilibrio.
Obtenidos los valores de equilibrio para fNt;Wtg a partir de la oferta y la
demanda de trabajo, sustituimos éstas en la función de demanda de Frisch y
en el rendimiento bruto del capital, obteniendo el bloque de oferta agregada:
Ct = C
d(t; Kt; Zt)
Yt = KtF

Zt
Nt
Kt

= Y (t; Kt; Zt)
t = F

Zt
Nt
Kt

 WtNt
Kt
= (t; Kt; Zt)
33Si el shock de productividad entrase de forma multiplicativa en la función de pro-
ducción, y por tanto la demanda de trabajo fuese de la forma Wt = Ztf(ht) entonces la
demanda de trabajo crece sin ningún tipo de ambiguedad cuando crece la productividad.
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y en el cual se verican los siguientes resultados de estática comparativa:
@Ct
@t
< 0 :
@Ct
@Kt
? 0 : @Ct
@Zt
? 0 : @Y
s
t
@t
> 0
@Y st
@Kt
> 0 :
@Y st
@Zt
> 0 :
@t
@t
> 0 :
@t
@Kt
< 0 :
@t
@Zt
> 0
Obtenida la demanda de consumo para la economía doméstica y el equilibrio
en el mercado de trabajo, sólo nos queda, para completar el modelo, incluir
la demanda de inversión, que viene dada por la dinámica de acumulación del
stock de capital y la ecuación dinámica para el valor marginal de la riqueza,
t:
La demanda agregada, en una economía cerrada y sin sector público viene
dada por.
Yt = Ct + It
Y d(t; Kt; Zt; It) = C(t; Kt; Zt) + It = C(t; Kt; Zt) +Kt+1 + (1  )Kt
La demanda agregada, dado un volumen de inversión es decreciente en t,
mientras que la dependencia de Kt y de Zt es ambigua.
El equilibrio demanda agregada-oferta agregada, determinan el valor cor-
riente de la utilidad marginal de la riqueza, t:
Hasta ahora hemos deducido una modelización basada en las condiciones
estáticas de primer orden y en la restricción de recursos. Necesitamos acoplar
a éstas la condición intertemporal restante o lo que es lo mismo, determinar
la demanda de inversión óptima.
La demanda de inversión óptima.
Podemos pensar en dos formas equivalentes para derivar la demanda de
inversión óptima. En primer lugar, los activos de una empresa pueden val-
orarse igual que un activo nanciero, lo que implica que podamos utilizar
la expresión del pricing kernel para obtener el precio de una unidad de cap-
ital en t. El rendimiento neto total de comprar 1 u.m. de capital en t es
xt+1 = 1    + t+1, esto es, en t + 1 tendremos el capital que nos costó 1
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u.m. que compramos en t, más el rendimiento neto de dicha unidad menos
la depreciación que ha experimentado entre los dos periodos.
1 = E

Mt;t+1
 
t+1 + 1  
	
O sustituyendo el pricing kernel de las condiciones de optimización
Et

t+1
 
t+1 + 1  
	
= t ((3.32))
Esta condición determina el nivel deseado de capital como una función de de
las expectativas sobre t+1 y Zt+1, variables que afectan a rt+1:
Una derivación alternativa pero similar a la anterior es pensar que la
empresa intenta maximizar el valor presente esperado descontado de su cash
ow, pero ¿cuál es la tasa de descuento que la empresa debería aplicar a su
cash ow futuro? Hemos visto que la forma correcta de valorar una corriente
incierta de ujos futuros es utilizar la relación marginal de sustitución o de
manera equivalente el pricing kernel.
Denamos Vt como el valor presente de la empresa al comienzo del periodo
t y denamos su cash ow como
t = F (Kt; ZNt)  wtNt   It
debe vericarse entonces que
Vt = Et fMt;t+1(t + Vt+1)g
resolviendo para Vt forward y asumiendo la no existencia de burbujas, obten-
emos el valor de la empresa como
Vt+1 = Et fMt;t+2(t+1 + Vt+2)g
Vt = Et fMt;t+1(t + Et fMt;t+2(t+1 + Vt+2)g)g
Vt = Et
( 1X
j=0
Mt;t+jt+j
)
+ Et
TY
j=0
Rt;t+j+1Vt+T
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y en ausencia de burbujas
l{m
T!1
Et
TY
j=0
Rt;t+j+1Vt+T = 0
Por tanto, el valor de la empresa es igual a los ujos de caja descontados a
través del factor de descuento estocástico.
La empresa desea maximizar dicho valor sujeto a la restricción que nos
da la ecuación dinámica para la inversión
Kt+1 = (1  )Kt + It
Planteando la ecuación de Bellman, donde Kt es la variable de estado.
V (Kt) = maxfKt+1g
fF (Kt; ZtNt) WtNt   It + Et [Mt;t+1V (Kt+1)]g
cuya condición de primer orden es
dVt
dKt+1
=   @It
@Kt+1
+ Et

Mt;t+1
@V
@Kt+1

= 0) 1 = Et

Mt;t+1
dV
dKt+1

y la condición de envolvente del problema
dV
dKt
=
@F
@Kt
+ Et

Mt;t+1
dV
dKt+1
dKt+1
dKt

=
@F
@Kt
+ (1  )
Adelantando un periodo
EtMt;t+1
dV
dKt+1
= 1 = EtMt;t+1

@F
@Kt+1
+ (1  )

Con esta condición determinamos el stock de capital Kt+1 en función de las
expectativas de t+1 y de Zt+1:
Veamos cómo podemos determinar el signo de la función que que expresa
el stock de capital Kt+1 en función de t. Asumimos que existe una función
t+1 = (Kt+1) y que es única. Dicha función como veremos en el análisis
dinámico es la senda estable del modelo cuando utilizamos estas dos variables.
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La condición de óptimo anterior (3.32) puede expresarse como:
Et

(Kt+1)
 
t+1 + 1  
	
= t
Ahora tenemos una función Kt+1(t); que resuelve la ecuación anterior.
Dicha función es decreciente. Un aumento de t requiere un rendimiento de-
scontado más alto del capital y por tanto un nivel de Kt+1 menor. Dado que
@t+1
@Kt+1
< 0 y @t+1
@t+1
> 0; el menor Kt+1 incrementa directamente rt+1 e indirec-
tamente t+1:Formalmente, si aplicamos logs y diferenciamos, (despreciando
el término 1    que no tiene inuencia alguna en el resultado), obtenemos
el resultado buscado.
d lnt ' d lnt+1 + d ln rt+1
d lnt
d lnKt+1
' d lnt+1
d ln rt+1
d ln rt+1
d lnKt+1
+
d ln rt+1
d lnKt+1
< 0
Esto nos permite determinar nalmente la demanda de inversión, como
una función dependiente de t.
It = Kt+1(t)  (1  )Kt ) @It
@t
=
@Kt+1
@t
< 0
Por tanto, el equilibrio en el mercado de bienes podemos escribirlo como:
Y d = C(t; Kt; Zt) + It(t; Kt)
Efectos de Shocks tecnológicos transitorios.
Supongamos ahora que Zt es menor que su valor esperado mientras que
todos los valores futuros permanecen sin cambio.
Resolviendo el ejercicio de estática comparativa podemos calcular el efecto
de la perturbación tecnológica transitoria. A corto plazo y considerando que
la perturbación es transitoria, dada la demanda de consumo, la variación de
Kt+1 ante cambios en t es muy pequeña, esto es, se necesita una cambio
de considerable en t para provocar una variación dada en It. Por tanto,
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asumiremos que @It
@t
!  1, es decir, la curva que nos relaciona Kt+1 o It
con t es casi innitamente elástica.
El equilibrio viene dado por la oferta y demanda agregada.
Y d = C(t; Kt; Zt) + It(t; Kt) = Y
s(t; Kt; Zt)
Este supuesto da lugar a que la curva de DA sea muy elástica a corto
plazo. La pendiente de la DA viene dada por:
Cd+ Id = dY
d ) d
dY d
=
1
C + I
< 0
Diferenciando el sistema OA-DA podemos calcular el efecto de la pertur-
bación sobre las variables del modelo.
dY d = Cd+ CZdZ + Id = Y
s
 d+ Y
s
ZdZ = dY
s
d
dZ
=
CZ   Y sZ
Y s   (C + I)
< 0
Por tanto, una perturbación transitoria adversa (negativa) eleva  y provoca
una caida en el output.
dY d
dZ
=
dY d
d
d
dZ
=
1
C + I
CZ   Y sZ
Y s   (C + I)
< 0
El resto de los efectos son inmediatos de obtener, atendiendo a los resultados
de estática comparativa anteriores.
A partir del equilibrio en el mercado de trabajo, obtenemos el cambio en
el salario real ante la perturbación de oferta.
dN s =
@N s
@
d+
@N s
@W
dW =
@Nd
@W
dW +
@Nd
@Z
dZ = dNd

@N s
@W
  @N
d
@W

dW
dZ
=  @N
s
@
d
dZ
+
@Nd
@Z
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dW
dZ
=
  CZ Y sZ
Y s (C+I)
+ @N
d
@Zh
@Ns
@W
  @Nd
@W
i < 0
El cambio en el empleo o número de horas trabajadas es por tanto:
dN s = dN =
@N s
@
d+
@N s
@W
dW
dN
dZ
=
@N s
@
d
dZ
+
@N s
@W
dW
dZ
< 0,
@N s@W dWdZ
 > @N s@ ddZ
 ((3.33))
Si la curva de DA es muy elástica, el cambio en  será pequeño (el consumo
no se reduce en una cuantía considerable) y se satisface la desigualdad an-
terior. Por otra parte, ya hemos deducido que dh
dZ
> 0; esto es, un shock de
productividad desplaza sin ningún tipo de ambigüedad la demanda de tra-
bajo hacia la izquierda. El consumo desciende casi en la misma cuantía que
el aumento de  y nalmente, el tipo de interés permanece prácticamente in-
alterado, el rendimiento del capital disminuye dada la disminución en horas
de trabajo y en Zt:
La caida del output recae sobre todo en la inversión, dado el supuesto
que hemos realizado sobre el efecto de t sobre It: El modelo a nivel cuali-
tativo explicaría que ésta es más volátil que la producción y ésta más que el
consumo. El gráco 3.2. muestra sintéticamente el efecto de la perturbación
adversa y transitoria de oferta.
Resolución del modelo dinámico con shock tecnológico permanente.
Supondremos que en estado estacionario la tecnología o progreso técnico
crece a una tasa g:En este caso debemos reescalar las variables de tal forma
que las variables en estado estacionario sean consistentes con la senda de
crecimiento equilibrado. Esto es, que N sea constante y K e Y crezcan a la
misma tasa que lo hace la tecnología. El salario crece a dicha tasa también,
mientras que el rendimiento del capital,  es constante.
Por tanto tenemos que:
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lambda
YY1
OA
E0
Ys=Y(K,z)
DA=C(K,z)+I(Z0)
Gráfico 3.2.
E1
Y0
gZt+1 =
Zt+1
Zt
= g   1
Es necesario transformar las variables que no son estacionarias en esta-
cionarias, con el n de que el estado estacionario esté bien denido.
Reescalar las variables implica dividirlas por el factor que crece en el
tiempo, en este caso, el progreso tecnológico.
~Yt =
Yt
Zt
: ~Kt =
Kt
Zt
: ~Ct =
Ct
Zt
: ~It =
It
Zt
: ~Wt =
Wt
Zt
: ~t = tZt
En términos de estas redeniciones, el equilibrio en el mercado de trabajo es:
~Nt = N
s(~t; ~Wt) : ~Wt = F
0

Ndt
~Kt

: N s = Nd
La solución depende sólo de ~t y ~Kt de tal forma que podemos reescribir
~Wt = ~W (~t; ~Kt) y ~Nt = N s(~t; ~Kt):
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El equilibrio en el mercado de bienes:
~Yt = ~KtF

Nt
~Kt

= ~KtF
 
N s(~t; ~Kt)
~Kt
!
) ~Yt = Y (~t; ~Kt)
t = F
0

Nt
~Kt

  ~WtNt~Kt
) t = (~t; ~Kt)
Las condiciones de equilibrio intertemporal son, para las variables reescal-
adas. La ecuación (3.34) es la restricción de recursos mientras que (3.35) es
la ecuación de Euler.
C(~t) +

Zt+1
Zt
~Kt+1   (1  ) ~Kt

= Y (~t; ~Kt) ((3.34))
Et

Zt
Zt+1
~t+1
h
(~t+1; ~Kt+1) + (1  )
i
= ~t ((3.35))
Estas condiciones de equilibrio determinan los valores constantes
n
~Kt; ~t
o
,
dada la condición inicial ~K0 y el proceso que sigue

gzt+1
	
:
En estado estacionario se verica:
C + gZ ~K   (1  ) ~K = Y
+ 1   =  1gZ
Introducir incertidumbre en este modelo implica suponer que gZt+1 es una
variable aleatoria. Si la tecnología sigue un paseo aleatorio, gzt+1 es entonces
i.i.d y g   1 es la tasa media de crecimiento de la tecnología, que sería la
deriva del paseo aleatorio. En este caso, las leyes dinámicas de las variables
toman la forma.
~Kt+1 =
gZ
gZt+1
K( ~Kt) : ~t = ( ~Kt)
El equilibrio para el resto de las variables vendrá dado por expresiones en
función de stock de capital.
~Yt = Y(~t; ~Kt) = Y (( ~Kt); ~Kt)
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Nt = N(~t; ~Kt) = N(( ~Kt); ~Kt)
~Ct = C(~t) = C(( ~Kt))
~It = I( ~Kt) = K( ~Kt)gZ   (1  ) ~Kt
Ya que Zt no es estacionaria por hipótesis, Kt = ~KtZt tampoco lo es, sin
embargo sí es estacionaria por diferenciación (di¤erence stationary), ya que:
gK =
Kt+1
Kt
=
K( ~Kt)
~Kt
gZ
es estacionaria. De la misma manera, Ct+1=Ct e It+1=It son estacionarias
por diferenciación.
De esta forma
n
~Kt
o
será una variable estacionaria, uctuando alrededor
del estado estacionario ~K al cual converge en ausencia de perturbaciones.
De igual forma, Yt, Ct, It no son estacionarias pero sí son estacionarias por
diferenciación. El crecimiento del output también es una variable estacionaria
por diferenciación siempre que gZt+1sea estacionaria.
gYt+1 =
Yt+1
Yt
=
Y

K( ~Kt)
gZ
gZt+1

Y( ~Kt)
gZt+1
Nt = N( ~Kt)
Ct
Yt
=
C(( ~Kt))
Y ( ~Kt)
:
It
Yt
=
I( ~Kt)
Y ( ~Kt)
Al mismo tiempo las variables N; C=Y e I=Y son todas estacionarias como
se observa en los datos agregados.
Solución.
De nuevo, adoptamos el método de log-linealizar las ecuaciones de equi-
librio y consideraremos una función de preferencias logarítmica y separable
en sus argumentos:
u(Ct; Nt) = lnCt   (N)
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La condición (3.34) viene dada por:
C(~t) +
h
gZt+1 ~Kt+1   (1  ) ~Kt
i
= Y (~t; ~Kt)
Diferenciando:
C+
@C
@~t
(~t ~)+gz ~K+ ~K(gZt+1 gZ)+gZ ~K( ~Kt+1  ~K) (1 ) ~K (1 )( ~Kt  ~K) =
= Y +
@Y
@ ~K
( ~Kt   ~K) + @Y
@~
(~t   ~)
En el estado estacionario se verica C+gz ~K  (1 ) ~K = Y y dividiendo
entre Y .
 C^t + gZ ~K

g^zt+1 + K^t+1

  (1  ) ~KK^t = @Y
@ ~K
~KK^t +
@Y
@~
~^t
 C
Y
^t + gz
K
Y

g^Zt+1 + K^t+1

  (1  )K
Y
K^t = Y KK^t + Y ^t ((3.36))
La restricción de recursos, (3.35) tiene la siguiente expresión:
Et
n
g 1zt+1
~t+1
h
(~t+1; K^t+1) + (1  )
io
= ~t
Aplicando logaritmos, denotando como t+1 = (~t+1; K^t+1) + (1   ) y
diferenciando:
 d ln gZt+1 + d ln ~t+1 +
1
t+1

@
@K
dKt+1 +
@
@~
d~t+1

= d ln ~t
En el estado estacionario, + 1   =  1gZ , por tanto
Et

 g^t+1 + ^t+1 + 
gZ
h
KK^t+1 + ^t+1
i
= ^t ((3.37))
Reordenando las dos ecuaciones log-linealizadas, (3.36) y (3.37) vienen
dadas por:
K^t+1 =
Y
K
g 1Z

C
Y
+ Y 

^t +
Y
K
g 1Z

Y K + (1  )
K
Y

K^t   g^Zt+1
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
1 +

gZ


Et^t+1 +

gZ
KK^t+1 = ^t : Etg^Zt+1 = 0
Expresado el sistema en forma matricial."
1 0
g 1Z K
 
1 + g 1Z 
 # " K^t+1
Et^t+1
#
=
=
"
Y
K
g 1Z
 
Y K + (1  )KY

Y
K
g 1Z
 
C
Y
+ Y 

0 1
#"
^t
K^t
#
+
"
 1
0
#
g^Zt+1
"
K^t+1
Et^t+1
#
=
1 
1 + g 1Z 
 "  1 + g 1Z  0
 g 1Z K 1
#


"
Y
K
g 1Z
 
Y K + (1  )KY

Y
K
g 1Z
 
C
Y
+ Y 

0 1
#"
K^t
^t
#
+
+
1 
1 + g 1Z 
 "  1 + g 1Z  0
 g 1Z K 1
#"
 1
0
#
g^Zt+1
"
K^t+1
Et^t+1
#
=
"
a11 a12
a21 a22
#"
K^t
^t
#
+
"
b11
b21
#
g^Zt+1 ((3.38))
donde:
a11 =
Y
K
g 1Z

Y K + (1  )
K
Y

> 0 : a12 =
Y
K
g 1Z

C
Y
+ Y 

> 0
a21 =  ag 1Z Ka11 < 0 : a22 = a(1  g 1Z Ka12) > 1
a =
 
1 + g 1Z 
 1
< 1 : b11 =  1 : b21 = ag 1Z K =  
a21
a11
Como sabemos, los signos de las elasticidades implicadas en el problema son:
K  0 :  > 0 : Y  > 0 : 
K
Y
< Y K < 1
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El determinante de la ecuación característica del sistema es:
jAj = 12 = a11a22   a12a21 = aa11 > 0
y la traza de la matriz de coecientes
trA = 1 + 2 = a11 + a22 > 0
De tal forma que las raíces del polinomio característico o autovalores de la
matriz de coecientes satisfacen
P () = 2   trA+ jAj = 0
Dicho polinomio satisface
P (0) = jAj = 12 = aa11 > 0 : P (a) = a2 a11 a(1 g 1Z Ka12)+aa11 < 0
P (a) = (a  1) (a11 + a) + g 1Z Ka12 < 0
el cambio de signo del polinomio entre 0 y P (a) demuestra que una raíz 1
verica:
0 < 1 < a < 1
Dado que:
a11 =
Y
K
g 1Z

Y K + (1  )
K
Y

>
+ (1  )
gZ
=  1 > 1
y
P (a11) = a
2
11   a11(a11 + a22) + aa11 = a11(a  a22) < 0 : P (1) =1
Al volver a cambiar el signo del polinomio, existe por tanto, una raíz 2 tal
que
1 <  1 < a11 < 2
Desacoplando el sistema obtendremos la solución.
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A partir de la denición de autovectores, obtenemos la matriz P de au-
tovectores asociados a cada autovalor de la matriz A de coecientes en (3.38).
A= : P =
"
1 1
1 a11
a12
2 a11
a12
#
Deniendo el vector de variables auxiliares como:
P
"
xt+1
Etyt+1
#
=
"
Et^t+1
K^t+1
#
El sistema original se convierte en:"
xt+1
Etyt+1
#
=
"
1 0
0 2
#"
xt
yt
#
+ P 1
"
b11
b21
#
g^Zt+1
La solución para yt viene dada por la resolución hacia delante de la ecuación:
Etyt+1 = 2yt + f(g^Zt+1)
donde f(g^Zt+1) es una función lineal de los elementos de la segunda la de
P 1 y de b11 y b21:
La solución estable viene dada por:
yt = 
 T
2 Etyt+T    12
TX
i=0
 i2 Etf(g^Zt+1+i)
teniendo en cuenta que Etg^Zt+1+i = 0 y para T !1, Etyt+T = 0 y por tanto
yt = 0.
Deshaciendo el cambio de variables:
P
"
xt
0
#
=
"
K^t
^t
#
xt = K^t
1   a11
a12
xt = ^t
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y por tanto, la ecuación del saddle-path o línea de estabilidad de punto de
silla es:
^t =
1   a11
a12
K^t = e21K^t
A partir de las relaciones entre las raíces de la ecuación característica, podemos
saber el signo de la pendiente de la senda estable.
2 = a11   1 + a22 ) 2   a22 =  a12e21 ) 2 + a11 =  a12e21 + trA
a12e21 = 1   a11 ) e21 < 0
Sustituyendo la ecuación del saddle path en el sistema
K^t+1 = a12
1   a11
a12
K^t + a11K^t   g^Zt+1
obtenemos la solución para el stock de capital que viene dada por:
K^t+1 = 1K^t   g^Zt+1
que constituye la solución de la aproximación log-lineal del sistema original.
La ecuación dinámica tiene por solución
K^t+1 =  
1X
i=0
i1g^Zt+1 i
siendo la raíz estable del sistema el que determina la función impulso-respuesta
a una innovación g^zt+1 :
La solución para el resto de las variables puede calcularse fácilmente
^t = e21
1X
i=0
i1g^Zt i
Y^t = Y KK^t + Y ^t = (Y K   e21Y ) K^t =  Y K
1X
i=0
i1g^Zt i
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C^t =  ^t =  e21
1X
i=0
i1g^Zt i
Por ejemplo, g^Y sería la desviación porcentual de la tasa de crecimiento
de la producción. A partir de la solución para el output podemos calcular
gY =
Yt
Yt 1
=
Zt ~Yt
Zt 1 ~Yt 1
) g^Y = Y^t   Y^t 1 + g^Z = Y^t + g^Z
g^Y = g^Z   Y K
1X
i=0
i1g^Zt i
A partir de éstas podemos obtener las funciones impulso-respuesta para
las variables.
Funciones impulso-respuesta.
Debemos tener en cuenta que las soluciones encontradas en el sistema
log-linealizado son para las variables estacionarias, esto es:
K^t = ln ~Kt   ln ~K
En ausencia de perturbaciones, esto es, de desviaciones de la productividad
con respecto a su tasa de crecimiento tendencial, la solución encontrada para
el stock de capital viene dada por:
ln ~Kt+1   ln ~K = 1(ln ~Kt   ln ~K)
O iterando hacia delante k periodos.
ln ~Kt+k   ln ~K = k1(ln ~Kt   ln ~K)
Consideremos un incremento permanente en la productividad en t; esto
es gZt = gZ y gZt+j = 1 8j 6= 0:
La solución para el stock de capital sin reescalar puede obtenerse de la
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siguiente manera.
~Kt =
Kt
Zt
) ln ~Kt = ln

Kt
Zt

= ln

~K
Zt 1
Zt

ln ~Kt = ln ~K   ln gZt
Teniendo en cuenta la estructura de la perturbación:
lnZt = lnZt 1 + ln gZt
Sustituyendo recursivamente, o solucionando la ecuación dinámica para el
shock tecnológico:
lnZt+1 = lnZt + ln gZt+1 = lnZt 1 + ln gZt + ln gZt+1
lnZt+k = lnZt 1 +
kX
j=0
ln gZt+j = lnZt 1 + ln gZt :
kX
j=1
ln gZt+j = 0
Por tanto, la ecuación que nos liga el stock de capital con y sin reescalar, con
el stock de capital estacionario y la perturbación viene dada por:
lnKt+k = ln ~Kt+k + lnZt+k = ln ~Kt+k + ln gZt + lnZt 1
Sustituyendo en la ecuación dinámica del stock de capital solución del sis-
tema:
lnKt+k = 
k
1(ln
~Kt   ln ~K) + ln ~K + ln gZt + lnZt 1
lnKt+k = 
k
1(ln ~K   ln gZt) + ln ~K + ln gZt + lnZt 1
lnKt+k = lnKt 1 + (1  k1) ln gZt
que nos da las funciones impulso respuesta para el stock de capital, ante una
variación permanente en la productividad o shock tecnológico.
Expresado de otra forma equivalente en función de las desviaciones de la
tasa de crecimiento del shock tecnológico y teniendo en cuenta que g^Zt 6= 0
y g^Zt+i = 0 8i 6= 0:
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Deniendo:
K^t = Kt   g^Zt : Kt = lnKt   lnK
Kt = g^Zt  
1X
i=0
i1g^Zt i = (lnZt   lnZt 1) 
1X
i=0
i1g^Zt i
lnZt   lnZt 1 = gZt ) Z^t = Z^t 1 + g^Zt
Resolviendo k periodos hacia delante:
Kt+k =
 
Z^t 1 +
kX
j=0
g^Zt+j
!
 
1X
j=0
i1g^Zt+k i
Kt+k = g^Zt  
1X
i=0
i1g^Zt+k i
En el momento t, la perturbación no afecta al stock de capital, Kt que
viene jado desde el periodo anterior, pero a partir de ese momento, el stock
de capital exhibe una trayectoria monótona convergente hacia su nuevo valor
de estado estacionario, esto es, una perturbación positiva eleva de forma
permanente el stock de capital.
@ lnKt+k
@ ln gZt
= 1  k1 :
@ Kt+k
@g^Zt
= 1  k1 : l{m
k!1
@ Kt+k
@g^Zt
= 1
El análisis realizado para la dinámica del stock de capital se generaliza para
el resto de las variables del modelo.
Las soluciones para las variables originales vienen dadas por:
Yt+k = g^Zt   Y K
1X
i=0
i1g^Zt+k i
Ct = g^Zt   e21
1X
i=0
i1g^Zt i
A largo plazo, una perturbación aleatoria que provoque un cambio per-
manente en la productividad total de los factores eleva de forma permanente
la producción, el consumo y el nivel de inversión.
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3.8. El modelo de Ciclo Económico Real
con progreso técnico.
En este epígrafe consideramos que existe progreso técnico en el sentido de
Harrod, que aumenta la eciencia del factor trabajo; incluimos una función no
separable en consumo y ocio y determinamos las soluciones para las variables
del modelo de Ciclo Real de una forma más compacta, siguiendo el método
de resolución sugerido por Blanchard y Kahn (1980)
Expresaremos el modelo de una forma ligeramente diferente, en función
de las elasticidades de la función de utilidad con respecto a sus argumentos
y en función de la elasticidad de la función de producción con respecto al
capital y al trabajo.
De nuevo el planicador social desea maximizar la siguiente función de
utilidad sujeta a las restricciones pertinentes.
Max
fCt;Kt+1;Ntg1t=0
E0
" 1X
t=0
tu(Ct; `t)
#
donde la función de utilidad puede tomar como sabemos alguna de estas dos
formas funcionales:
u(Ct; `t) =
C1 t
1  (`t)  2 ]0; 1[ [ ]1;1[
u(Ct; `t) = lnCt + (L)  = 1
Las restricciones son las habituales:
Ct + It = Yt
Kt+1 = It + (1  )Kt
Yt = ZtF (Kt; AtNt)
`t +Nt = 1
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lnZt =  lnZt 1 + (1  ) lnZ + "t
At+1 = gAAt
A lo largo de la senda de crecimiento equilibrado, las tasas de crecimiento de
la producción, el consumo, el capital y la inversión vienen dadas por la tasa
de progreso tecnológico que afecta a la productividad del factor trabajo:
gY = gC = gK = gI = gA
De nuevo, debemos transformar el modelo original y convertir en esta-
cionarias aquellas variables que no lo son:
Dicha transformación del modelo en otro equivalente en el que las vari-
ables sean estacionarias implica realizar el cambio de variable dividiendo cada
una de las variables no estacionarias entre At:
La función de producción, bajo rendimientos constantes a escala, viene
dada por:
~Yt =
Yt
At
=
1
At
ZtF (Kt; ANt) = ZtF ( ~Kt; Nt)
La restricción de recursos es ahora:
Ct
At
+
It
At
=
Yt
At
) ~Ct + ~It = ZtF ( ~Kt; Nt)
La ecuación dinámica de acumulación del stock de capital tiene por expresión:
At+1
At+1
Kt+1
At
=
It
At
+ (1  )Kt
At
) gA ~Kt+1 = ~It + (1  ) ~Kt
Por último, transformamos la función de utilidad.
Si la función de utilidad tiene esta forma funcional y ~Ct = CtAt :
1X
t=0
tu( ~Ct; `t) =
1X
t=0
t
(At ~Ct)
1 
1   (`t) =
1X
t=0
 (gA)
1  ~Ct1 
1   (`t)
 2 ]0; 1[ [ ]1;1[
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dado que A0 = 1; debe vericarse:
 = (gA)1 
Con la condición
 < 1,  < (gA) 1
Como el multiplicador de Lagrange depende inversamente del consumo, debe-
mos modicarlo de la siguiente manera:
~t = Att
Por tanto, el problema del planicador social que elige planes contingentes
de consumo, oferta de trabajo y stock de capital para el periodo siguiente
resuelve el siguiente problema transformado.
Max
fCt;Kt+1;Ntg1t=0
E0
" 1X
t=0
tu( ~Ct; `t)
#
sujeto a:
~Ct + ~It = ZtF ( ~Kt; Nt)
gA ~Kt+1 = ~It + (1  ) ~Kt
`t +Nt = 1
K0 dado
Z = 1
~Ct; Nt; ~Kt > 0; 8t
Tenemos seis variables, donde las variables de control o de decisión, son el
consumo,la oferta de trabajo, la demanda de ocio y la inversión, mientras
que las variables de estado son el stock de capital inicial para cada periodo y
el shock de productividad. Nuestro objetivo nal es expresar las variables de
decisión y el resto de variables endógenas como funciones del stock de capital
en t que es nuestra variable endógena predeterminada y de la variable exógena
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Zt:
Esto es, las expresiones nales para nuestras variables tendrán la forma
siguiente:
K^t+1 = K(K^t; Z^t); C^t = C(K^t; Z^t); N^t = N(K^t; Z^t); Y^t = Y (K^t; Z^t);
I^t = I(K^t; Z^t); ^`t = `(K^t; Z^t)
donde X^t = dXX = ln
~Xt   ln ~X:
Resolución del modelo.
Sustituyendo la identidad para el ocio en la función de utilidad y la in-
versión en la restricción de recursos, planteamos el lagrangiano o bien, dada
la naturaleza recursiva del problema, a través de la ecuación de Bellman
podemos obtener las condiciones de optimización de primer orden.
El lagrangiano viene dado por:
L( ~Ct; Nt; ~Kt+1) =
1X
t=0
t
hn
u( ~Ct; 1 Nt) + ~t(Zt ~Kt Nt1    ~Ct   gA ~Kt+1 + (1  ) ~Kt)
oi
las condiciones de optimización vienen dadas por:
@L
@ ~Ct
= uC( ~Ct; 1 Nt)  ~t = 0 ((3.39))
@L
@Nt
=  u`( ~Ct; 1 Nt) + ~tZtFN( ~Kt; Nt) = 0 ((3.40))
@L
@ ~Kt+1
=  tgA~t + t+1
h
~t+1(Zt+1FK( ~Kt+1; Nt+1) + 1  )
i
= 0
((3.41))
ZtF ( ~Kt; Nt)  ~Ct   gA ~Kt+1 + (1  ) ~Kt = 0 ((3.42))
Junto a la condición de transversalidad:
l{m
t!1
ttEt ~Kt+1 = 0
Log-linealización.
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En este modelo, expresaremos las ecuaciones log-linealizadas en términos
de elasticidades.
Comenzemos diferenciando la primera ecuación estática, dada por (3.40).
uCCd ~Ct + uC`d`t = dt
~C
uCC
uC
d ~Ct
~C
+ `
uC`
uC
d`t
`
=
d~t
~
Aplicando `t = 1 Nt y por tanto d`t =  dNt.
~C
uCC
uC
d ~Ct
~C
  N
1 N `
uC`
uC
dNt
N
=
d~t
~
Deniendo las elasticidades de la utilidad marginal del consumo respecto al
consumo y de la elasticidad de la utilidad marginal del consumo respecto al
ocio como
cc =
@u0( ~C)
u0( ~C)
@ ~C
~C
=
@u0( ~C)
@ ~C
u0( ~C)
~C
=
~C
u0( ~C)
@

@u
@ ~C

@ ~C
=
~C
u0( ~C)
@2u( ~C)
@ ~C2
= ~C
uCC
uC
c` =
@u0( ~C)
u0( ~C)
@`
`
=
@u0( ~C)
@`
u0( ~C)
`
=
`
u0( ~C)
@

@u
@ ~C

@`
=
`
u0( ~C)
@2u( ~C)
@ ~C@`
= `
uC`
uC
podemos expresar esta condición linealizada como
ccC^t  
N
1 N c`N^t = ^t ((3.43))
Diferenciando la segunda condición estática, dada por (3.40).
uc`d ~Ct + u``d`t = ZtFNdt + FNdZt + Z
h
FNKd ~Kt + FNNdNt
i
Dividiendo a ambos lados de la ecuación entre la condición de primer orden,
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obtenemos la ecuación log-linealizada.
~C
uC`
u`
d ~Ct
~C
+ `
u``
u`
d`t
`
=
dt
t
+
dZt
Zt
+
"
~K
FNK
FN
d ~Kt
~K
+N
FNN
FN
dNt
N
#
Deniendo las elasticidades de las productividades marginales del trabajo
respecto al capital y la del trabajo respecto él mismo y la elasticidad de la
utilidad marginal del ocio respecto al consumo como
nk =
@FN
FN
@K
K
=
K
FN
@2F
@N@K
=
~K
FN
FNK : nn =
@FN
fN
@N
N
=
N
FN
@2F
@N2
=
N
FN
FNN
`C =
@u`
u`
@C
C
=
C
u`
@2u
@C@`
=
C
u`
uc`
`` =
@u`
u`
@`
`
=
`
u`
@2u
@`2
=
`
u`
u``
La ecuación (3.40) viene expresada en términos de elasticidades como:
`cC^t  
N
1 N ``N^t = ^t + Z^t + NKK^t + NNN^t ((3.44))
En tercer lugar la ecuación de Euler (3.41), que diferenciada viene dada por:
gA

dt = Et [(ZFK + 1  )dt+1 + FKdZt+1 + ZFKKdKt+1 + ZFKNdNt+1]
Dado que en estado estacionario t = t+1 =  y por tanto gA = 
 (ZFK + 1  ),
si dividimos entre dicha expresión
d~t
~
= Et
"
d~t+1

+

gA
ZFK
dZt+1
Z
+

gA
ZFKKK
d ~Kt+1
~K
+

gA
ZFKKN
dNt+1
N
#
y teniendo en cuenta que
ZFK
gA
= 1  
(1  )
gA
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KN =
@FK
FK
@N
N
=
N
FK
@2F
@N@K
=
N
FK
FKN : KK =
@FK
FK
@K
K
=
K
FK
@2F
@K@K
=
K
FK
FKK
la ecuación (3.41) log-linealizada viene dada por:
^t = Et^t+1 +

1  
(1  )
gA

Et

Z^t+1 + KK ~Kt+1 + KNN^t+1

donde KN es la elasticidad de la productividad marginal del capital respecto
al factor trabajo34. Las elasticidades respectivas que aparecen en la expre-
sión pueden escribirse de forma alternativa si denimos la elasticidad del
rendimiento bruto del capital con respecto al shock a la tecnología de la
siguiente forma
R = ZFK + 1   = 1 + r
y
Rz =
@R
@Z
Z
R
=
ZFK
ZFK + 1  
En estado estacionario
gA = 
 (ZFK + 1  )) ZFK = gA

  (1  )
Rz = 1 
(1  )
gA
expresión que multiplica a los tres últimos sumandos de nuestra ecuación.
Por otra parte, si denimos además las elasticidades del rendimiento bruto
del capital respecto al capital y al trabajo respectivamente obtendremos
Rk =
@R
@K
K
R
=
K
ZFK + 1  ZFKK =
KFKK
FK
ZFK
ZFK + 1   = kk

1  
(1  )
gA

Rn =
@R
@N
N
R
=
N
ZFK + 1  ZFKN =
NFKN
FK
ZFK
ZFK + 1   = kn

1  
(1  )
gA

Finalmente, (3.41) tiene la siguiente expresión.
^t = Et^t+1 + RzEtZ^t+1 + Rk ~Kt+1 + RnEtN^t+1 ((3.45))
34Nótese que aunque FNK = FKN las elasticidades NK y KN no son iguales
212
Finalmente, la restricción de recursos (3.42) diferenciada
FdZt + ZFKK
d ~Kt
~K
+ ZFNN
dNt
N
= ~C
d ~Ct
~C
+ gA ~K
d ~Kt+1
~K
  (1  ) ~Kd
~Kt
~K
Dividiendo la ecuación entre ZF y expresándola en función de las participa-
ciones de los factores en la producción sK = ZKFKZF y sN =
ZNFN
ZF
.
Z^t + sKK^t + sNN^t =
C
Y
~Ct +
gAK
Y
~Kt+1   (1  )K
Y
~Kt
Es posible expresar la ecuación anterior en función de la participación de
la inversión bruta en el output y por tanto sustituir las relaciones capital-
producto. A partir de la acumulación del stock de capital y a partir de
la inversa de la tasa de inversión respecto al stock de capital en el estado
estacionario.
gA ~Kt+1 = (1  ) ~Kt + ~It
El segundo sumando de la parte derecha de la ecuación log-linealizada viene
dado por:
I=Y
K=Y
= gA   (1  )) gAsi
gA   (1  ) = gA
K
Y
)  si = gAK
Y
donde hemos denido
 =
gA
gA   (1  ) > 1
Mientras que el tercer sumando es:
si
K=Y
= gA   (1  )) si = gAK
Y
  (1  )K
Y
)  (1  )K
Y
=  si(   1)
Y por tanto, la ecuación (3.42) puede expresarse:
Y^t = Z^t + sKK^t + sNN^t = scC^t +  si ~Kt+1   (   1)si ~Kt ((3.46))
Además de las condiciones de primer orden es posible expresar de forma
log-linealizar la productividad del trabajo, la inversión y el tipo de interés
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real.
La inversión It = Yt   Ct diferenciada viene dada por:
dIt = dYt   dCt
dIt
I
=
Y
I
dYt
Y
  C
I
Ct
C
) I^t = 1
si
Y^t   sc
si
C^t
Sustituyendo la función de producción:
I^t =
1
si
(Z^t + sKK^t + sNN^t)  sc
si
C^t ((3.47))
La productividad media del factor trabajo se dene como:
pNt =
Yt
Nt
) cpNt = Y^t   N^t = Z^t + sKK^t + (sN   1) N^t ((3.48))
La productividad media del capital
pKt =
Yt
Kt
) cpKt = Y^t   K^t = Z^t + (sK   1) K^t + sNN^t ((3.49))
Por último, calculada la oferta de trabajo se deduce directamente la expresión
para el ocio a partir de `t +Nt = 1 tenemos d`t =  dNt;y por tanto
d`t
`
=  N
`
dNt
N
) b`t =   N
1 N N^t
El tipo de interés real es35
r = ZFK   
r^t =
drt
r
=
1
ZFK   d(ZFK) =
1
ZFK    [ZdFK + FKdZ]
r^t =
ZFK
ZFK   

Z^t +
FKK
FK
KK^t +
FKN
FK
NN^t

35Con una función Cobb-Douglas, las productividades marginal del capital y del trabajo
son proporcionales a suis respectivas productividades medias con lo que log-linealizadas
dan el mismo resultado.
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r^t =
ZFK
ZFK   
h
Z^t + KKK^t + KNN^t
i
=
r + 
r
h
Z^t + KKK^t + KNN^t
i
((3.50))
Resolución del modelo.
Nuestro objetivo ahora es deducir las denominadas policy functionso
controles óptimos, para las variables de decisión C^t; N^t; K^t+1 y ^t+1, solu-
ciones que vendrán dadas en función de la variable de estado endógena K^t;
de la variable de coestado ^t y de la variable exógena Z^t:
El resto de las variables del modelo pueden deducirse a partir de las
soluciones obtenidas para éstas.
Expresaremos el sistema (3.43), (3.44), (3.45) y (3.46) en forma matricial.
En primer lugar consideramos las dos ecuaciones estáticas, (3.43) y (3.44)
que hemos derivado de las condiciones de primer orden para el consumo y
las horas de trabajo.
ccC^t  
N
1 N c`N^t = ^t
`cC^t  

nn +
N
1 N ``

N^t = ^t + nkK^t + Z^t
Mcc
 
C^t
N^t
!
=Mcs
 
K^t
^t
!
+MceZ^t
donde
Mcc =
 
cc   N1 N c`
`c  
 
nn +
1 N
N
``
 ! :Mcs =  0 1
nk 1
!
:Mce =
 
0
1
!
Dado que Mcc es no singular, podemos despejar las dos variables consumo y
oferta de trabajo 
C^t
N^t
!
=M 1cc Mcs
 
K^t
^t
!
+M 1cc MceZ^t ((3.51))
Las dos ecuaciones dinámicas restantes nos relacionan la variable endógena
predeterminada K^t+1 y la variable de coestado con las variables de control y
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la variable exógena.
Rk ~Kt+1 + Et^t+1 = ^t   RnEtN^t+1   RzEtZ^t+1
 si ~Kt+1 = ((   1)si + sk) ~Kt   scC^t + snN^t + Z^t
Matricialmente, (3.45) y (3.46):
Mss0
 
K^t+1
Et^t+1
!
+Mss1
 
K^t
^t
!
=Msc0
 
C^t+1
N^t+1
!
+
+Msc1
 
C^t
N^t
!
+Mse0EtZ^t+1 +Mse1Z^t
donde:
Mss0 =
 
Rk 1
 si 0
!
:Mss1 =
 
0  1
  ((   1)si + sk) 0
!
:Msc0 =
 
0  Rn
0 0
!
Msc1 =
 
0 0
 sc sn
!
:Mse0 =
 
 Rz
0
!
:Mse1 =
 
0
1
!
Sustituyendo el sistema (3.51) en el sistema matricial para (3.45) y (3.46).
Mss0
 
K^t+1
Et^t+1
!
 Msc0
"
M 1cc Mcs
 
K^t+1
^t+1
!
+M 1cc MceEtZ^t+1
#
=
=  Mss1
 
K^t
^t
!
+Msc1
"
M 1cc Mcs
 
K^t
^t
!
+M 1cc MceZ^t
#
+Mse0EtZ^t+1+Mse1Z^t
Reorganizando términos, nalmente podemos representar el sistema de forma
compacta como: 
K^t+1
Et^t+1
!
= W
 
K^t
^t
!
+REtZ^t+1 +QZ^t ((3.52))
El sistema lineal en diferencias con expectativas racionales es la forma
reducida y estandar de un modelo lineal con expectativas racionales. Hemos
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supuesto que la matriz Mss0 Msc0M 1cc Mcs es no singular, de tal forma que
existe su inversa y donde las matrices W , R y Q vienen dadas por:
W =

Mss0  Msc0M 1cc Mcs
 1 
Msc1M
 1
cc Mcs  Mss1

R =

Mss0  Msc0M 1cc Mcs
 1 
Msc0M
 1
cc Mce +Mse0

Q =

Mss0  Msc0M 1cc Mcs
 1 
Msc1M
 1
cc Mce +Mse1

puede ser resuelto a través de la descomposición de Jordan o a través de la
diagonalización de la matriz W 36: En lo que sigue asumiremos que los auto-
valores son reales y distintos y que como hemos visto en modelos anteriores
verican 0 < 1 < 1 y 2 > 1. El procedimiento de solución implica que la
matriz W puede ser descompuesta de la siguiente manera:
W = PP 1 o P 1WP = 
donde P es la matriz de los autovectores de W y  es la matriz diagonal de
autovalores.
Denimos las variables auxiliares xt e yt: 
xt
yt
!
= P 1
 
~Kt
^t
!
y por tanto el sistema en función de las variables auxiliares viene dado por
P
 
xt+1
Etyt+1
!
= WP
 
xt
yt
!
+REtZ^t+1 +QZ^t
Premultiplicando por P 1 
xt+1
Etyt+1
!
= 
 
xt
yt
!
+ P 1REtZ^t+1 + P 1QZ^t
36Estamos además suponiendo que dicha matriz es diagonalizable. Sims (1997), King
y Watson (1998) y Klein (1998) han desarrollado algoritmos de solución cuando dicha
matriz de coecientes es singular. Un enfoque alternativo podría haber sido utilizar la
descomposición de Schur.
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Denotemos con 1 el autovalor estable y 2 el autovalor inestable. Si además
particionamos las matrices anteriores de la siguiente manera podemos calcu-
lar las ecuaciones dinámicas para las variables auxiliares xt e yt:
P =
 
e11 e12
e21 e22
!
: P 1 = jP j 1
 
e22  e12
 e21 e11
!
R =
 
b11
b21
!
: Q =
 
c11
c21
!
Por tanto
xt+1 = 1xt + jP j 1 (e22b11   e12b21)EtZ^t+1 + jP j 1 (e22c11   e12c21) Z^t
Etyt+1 = 2yt + jP j 1 ( e21b11 + e11b21)EtZ^t+1 + jP j 1 ( e21c11 + e11c21) Z^t
Para resolver las ecuaciones en diferencias anteriores resolvemos hacia atrás
(backward) en el caso de la existencia de raíces estables (1 en este caso) y
hacia delante (forward) en el caso de raíces inestables (2).
Con el n de simplicar en alguna medida las notaciones, resumimos los
coecientes de las perturbaciones en:
r11 = jP j 1 (e22b11   e12b21) y q11 = jP j 1 (e22c11   e12c21)
r21 = jP j 1 ( e21b11 + e11b21) y q21 = jP j 1 ( e21c11 + e11c21)
La resolución para la variable auxiliar yt implica iterar sucesivamente
hacia delante T veces (o utilizar el operador forward como alternativa) en la
expresión
yt = 
 1
2 Etyt+1 + 
 1
2

r21EtZ^t+1 + q21Z^t

Y la solución es
yt = 
 T
2 Etyt+T    12 r21
T 1X
i=0
 i2 EtZ^t+1+i    12 q21
T 1X
i=0
 i2 Z^t+i
Si esta solución se verica para innitos periodos debemos imponer una
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condición límite o terminal que satisfaga además la condición de transversal-
idad del modelo. Dicha condición viene dada por
l{m
T!1
 T2 yt+T = 0
Este hecho permite expresar la solución para la variable auxiliar como
yt =   12 r21
1X
i=0
 i2 EtZ^t+1+i    12 q21
1X
i=0
 i2 EtZ^t+i ((3.53))
En vez de resolver para la variable auxiliar xt; volvamos a escribir el sistema
que estamos resolviendo algo modicado
P
 
xt+1
Etyt+1
!
= P
 
1 0
0 0
! 
xt
yt
!
+ P
 
r11
0
!
EtZ^t+1+
+P
 
q11
0
!
Z^t + P
 
0
1
!
Etyt+1
Al haber premultiplicado por P , transformamos el sistema en variables aux-
iliares en el sistema original. 
K^t+1
Et^t+1
!
= P
 
1 0
0 0
!
P 1
 
K^t
^t
!
+ P
 
r11
0
!
EtZ^t+1+
+P
 
q11
0
!
Z^t + P
 
0
1
!
Etyt+1
Sistema que desarrollado en los componentes de las matrices respectivas 
K^t+1
Et^t+1
!
=
 
e111e22  e121e11
e211e22  e121e12
!
jP j 1
 
K^t
^t
!
+
+r11
 
e11
e21
!
EtZ^t+1 + q11
 
e11
e21
!
Z^t +
 
e12
e22
!
Etyt+1
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Y desarrollando para K^t+1
K^t+1 = jP j 1

e111e22K^t   e121e11^t

+e11r11EtZ^t+1+e11q11Z^t+e12Etyt+1
Teniendo en cuenta que
Etyt+1 = 2yt + r21EtZ^t+1 + q21Z^t
y que
yt = jP j 1

 e21K^t + e11^t

) ^t =

jP j yt + e21K^t

e 111
La expresión para K^t+1
K^t+1 = jP j 1

e111e22K^t   e121e11

jP j yt + e21K^t

e 111

+
+e11r11EtZ^t+1 + e11q11Z^t + e12(2yt + r21EtZ^t+1 + q21Z^t)
K^t+1 = 1K^t+(e11r11 + e12r21)EtZ^t+1+(e11q11 + e12q21) Z^t+e12 (2   1) yt
Dadas las expresiones para r11, q11, r21 y q21 obtenemos:
e11r11+ e12r21 = jP j 1 e11 (e22b11   e12b21)+ e12 jP j 1 ( e21b11 + e11b21) = b11
e11q11+e12q21 = e11 jP j 1 (e22c11   e12c21)+e12 jP j 1 ( e21c11 + e11c21) = c11
K^t+1 = 1K^t + b11EtZ^t+1 + c11Z^t + e12 (2   1) yt
Finalmente, introducimos la expresión calculada de la variable auxiliar yt;(3.48)
obteniendo la ecuación dinámica del stock de capital:
K^t+1 = 1K^t + b11EtZ^t+1 + c11Z^t 
e12 (2   1) 12
"
r21
1X
i=0
 i2 EtZ^t+1+i + q21
1X
i=0
 i2 EtZ^t+i
#
El stock de capital depende de los shocks a la función de producción, corri-
entes y futuros. Sólo nos queda introducir en la misma el proceso concreto
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que sigue el shock de productividad37.
De nuevo nuestro proceso para la perturbación viene dado por:
lnZt =  lnZt 1 + (1  ) lnZ + "t
lnZt   lnZ = (lnZt 1   lnZ) + "t
Z^t = Z^t 1 + "t ) EtZ^t = iZ^t
Aplicando este resultado a la solución para el stock de capital, obtenemos:
K^t+1 = 1K^t+(b11+c11)Z^t e12 (2   1) 12
"
r21
1X
i=0
 i2 
i+1Z^t + q21
1X
i=0
 i2 
iZ^t
#
K^t+1 = 1K^t + (b11+ c11)Z^t   e12 (2   1)

r21
2    +
q21
2   

Z^t
K^t+1 = 1K^t +

b11+ c11   e12 (2   1)
2    (r21 + q21)

Z^t
K^t+1 = 1K^t + kzZ^t ((3.54))
Obtenida la solución para el stock de capital, calculamos la solución para
la variable de coestado,
^t =

jP j yt + e21K^t

e 111 yt =  
1
2    [r21 + q21] Z^t
Y por tanto
^t =
e21
e11
K^t   jP j e
 1
11
2    (r21 + q21) Z^t
que es la ecuación de la trayectoria estable del problema.
Funciones impulso-respuesta.
Podemos calcular ahora los efectos de un shock a la tecnología a partir
37Si el proceso
n
Z^t
o
es un proceso ARMA,la solución para los sumatorios puede con-
sultarse en Hansen y Sargen (1980)
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del sistema formado por la ecuación dinámica del stock de capital y del shock
tecnológico. Para ello expresaremos las dos ecuaciones de forma matricial de
la manera siguiente: 
K^t+1
Z^t+1
!
=
 
1 kz
0 
! 
K^t
Z^t
!
+
 
0
"t+1
!
Denotando el sistema anterior como
bst+1 = Mbst + "t+1
La respuesta del modelo en el periodo t+j a un shock unitario " en el periodo
t+ 1 sobre K^t+1 y sobre Z^t, puede obtenerse de la manera siguiente.
Adelantando un periodo el sistema anterior
bst+2 = Mbst+1 + "t+2 o bst+2 = M2bst +M"t+1 + "t+2
El valor esperado condicionado a la información en t será por tanto
Etbst+2 = MEtbst+1 = M2bst
Y, el error de predicción o desviación de las variables respecto dicho valor
esperado: bst+2   Etbst+2 = M"t+1
En general se verica
bst+j   Etbst+j = j 1X
i=0
Mi"t+j i = Mj 1"t+1
dado que sólo tenemos un shock "t+1:
Con esta expresión podemos evaluar la desviación en cualquier momento
del tiempo del stock de capital respecto de su estado estacionario ante un
shock a la tecnología producido en t+ 1:
El cálculo de la matriz de varianzas-covarianzas del vector de estado puede
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calcularse a partir de la descomposición de la matriz M como:
M = EMDME
 1
M
donde EM es la matriz de autovectores de M y DM es la matriz diagonal de
autovalores de M:
Denimos tanto el vector de estados transformado como el vector de in-
novaciones transformado como:
bst = E 1M bst : "t+1 = E 1M "t+1
De esta forma, a partir de la dinámica del vector de variables de estado, pre-
multiplicando por E 1M , la dinámica del vector de variables de estado trans-
formado viene dado por:
E 1M bst+1 = E 1M Mbst + E 1M "t+1
E 1M bst+1 = E 1M EMDME 1M bst + E 1M "t+1
bst+1 = DMbst + "t+1
A partir de éste, la matriz de varianzas covarianzas para cualquier par de
elementos s^jt+1 y s^

it+1 es:
E
bsjt+1bsit+1 = E  DMbsjt + "jt+1  DMbsit + "it+1 = (djdi)E bsjtbsit+E "jt+1"it+1
Dado que dicha matriz es invariante en el tiempo E
bsjt+1bsit+1 = E bsjtbsit
E
bsjt+1bsit+1 = (1  djdi) 1E "jt+1"it+1 = (1  djdi) 1"
Deshaciendo los cambios obtenemos la matriz de varianzas-covarianzas para
las variables de estado originales:
s = E [bs0tbs0t] = EME hbs0t bs0t iE 1M
El hecho de que el sistema sea autorregresivo de primer orden permite además
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calcular las autocovarianzas para cualquier adelanto o retardo, k > 0:
Premultiplicando el sistema dinámico por bst y aplicando el valor esperado:
E
bs0tbs0t+1 = E [bstM0bs0t + bst"t+1] = E [bstbs0t]M0
y en general
E
bstbs0t+j = E [bstbs0t]Mj0 : E bstbs0t j = MjE [bstbs0t]
Solución para el resto de las variables.
Obtenida la solución para el stock de capital, el resto de variables pueden
ser calculadas a partir de aquélla.
En primer lugar, a partir del sistema (3.51) 
C^t
N^t
!
=M 1cc Mcs
 
K^t
^t
!
+M 1cc MceZ^t
Calculando las matrices de coecientes, nuestras variables de decisión con-
sumo y horas trabajadas son 
C^t
N^t
!
= jMccj 1
 
N
1 N c`nk  
 
nn +
1 N
N
``

+ N
1 N c`
ccnk  `c + cc
! 
K^t
^t
!
+
+ jMccj 1
 
N
1 N c`
cc
!
Z^t
Introduciendo la expresión solución para ^t.
jMccj C^t = N
1 N c`nkK^t +

 

nn +
1 N
N
``

+
N
1 N c`




e21
e11
K^t +
jP j e 111
2    (r21 + q21) Z^t

+
N
1 N c`Z^t
jMccj C^t =

N
1 N c`nk +
e21
e11

 

nn +
1 N
N
``

+
N
1 N c`

K^t+
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
 

nn +
1 N
N
``

+
N
1 N c`
  jP j e 111
2    (r21 + q21)

+
N
1 N c`

Z^t
De manera análoga la condición de equilibrio en el mercado de trabajo:
jMccj N^t = ccnkK^t + ( `c + cc)

e21
e11
K^t +
jP j e 111
2    (r21 + q21) Z^t

+ ccZ^t
jMccj N^t =

ccnk + ( `c + cc)
e21
e11

K^t+
 jP j e 111
2    ( `c + cc) (r21 + q21) + cc

Z^t
En suma, al conseguir expresar las dos variables restantes del sistema
en función de las variables exógena y predeterminada hemos conformado lo
que se denomina la representación estado-espacio (state space) del modelo,
representación que es bst+1 = Mbst + "t+1bdt = Dbst
donde bdt =  C^t
N^t
!
y D =
 
ck cz
nk nz
!
y
ck = jMccj 1

N
1 N c`nk +
e21
e11

 

nn +
1 N
N
``

+
N
1 N c`

cz = jMccj 1

 

nn +
1 N
N
``

+
N
1 N c`
  jP j e 111
2    (r21 + q21)

+
N
1 N c`

nk = jMccj 1

ccnk + ( `c + cc)
e21
e11

nz = jMccj 1
 jP j e 111
2    ( `c + cc) (r21 + q21) + cc

Finalmente, las soluciones para producción, inversión y productividades
medias del capital y del trabajo pueden obtenerse a partir de sus expresiones
log-linealizadas. Nuestro objetivo ahora es ampliar el vector d^t y por tanto
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la matriz D o matriz de impacto.0BBBB@
Y^t
I^tcpNtcpKt
1CCCCA =
0BBBB@
sk 1
sk
si
1
si
sk 1
sk   1 1
1CCCCA
 
K^t
Z^t
!
+
0BBBB@
0 sn
  sc
si
sn
si
0 sn   1
0 sn
1CCCCA
 
C^t
N^t
!
donde hemos excluido tanto la demanda de ocio como el tipo de interés por
su relación tan sencilla que las conectan con las horas trabajadas y con la
productividad marginal del capital. Deniendo el sistema para el resto de
variables como bvt: bvt = Vsbst + Vd bdt
Utilizando bdt = Dbst y la ley distributiva a la derecha obtenemos
bvt = Vsbst + VdDbst = [Vs + VdD] bst
La matriz [Vs + VdD] tiene por expresión
Vs + VdD =
0BBBB@
sk + snnk 1 + snnz
sk
si
  sc
si
ck +
sn
si
nk
1
si
  sc
si
cz +
sn
si
nz
sk + nk 1 + (sn   1)nz
(sk   1) + snnk 1 + snnz
1CCCCA
Por tanto:0BBBB@
Y^t
I^tcpNtcpKt
1CCCCA =
0BBBB@
sk + snnk 1 + snnz
sk
si
  sc
si
ck +
sn
si
nk
1
si
  sc
si
cz +
sn
si
nz
sk + nk 1 + (sn   1)nz
(sk   1) + snnk 1 + snnz
1CCCCA
 
K^t
Z^t
!
Ahora todas las variables endógenas del modelo están formuladas como fun-
ciones de la variable de estado, el stock de capital como variable endógena
predeterminada y de la perturbación tecnológica a la función de producción
como variable exógena del problema.
Finalmente podemos reunir todas las variables endógenas en una sola
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matriz cdvt = bst
donde
cdvt =  bdtbvt
!
=
0BBBBBBBBB@
C^t
N^t
Y^t
I^tcpNtcpKt
1CCCCCCCCCA
:  =
 
D
Vs + VdD
!
=
0BBBBBBBBB@
ck cz
nk nz
yk yz
ik iz
pNk pNz
pKk pKz
1CCCCCCCCCA
La matriz  nos da el multiplicador de impacto sobre las variables endógenas.
La primera columna nos genera la desviación respecto el estado estacionario
de las variables endógenas cuando se produce una desviación del stock de
capital respecto su estado estacionario y en ausencia de shocks tecnológicos.
La segunda columna nos explica el cambio en las variables endógenas
cuando se produce la perturbación tecnológica.
El sistema bst+1 = Mbst + "t+1cdvt = bst
nos permite computar las propiedades cíclicas del modelo, y como puede in-
tuirse fácilmente tanto la matriz de impacto como la del vector de variables
de estado dependen del conjunto de parámetros del modelo, que están inclu-
idos en la función de utilidad, en la función de producción y en el proceso
que sigue la propia perturbación.
Podemos calcular las desviaciones del vector de variablescdvt con respecto
a sus valores esperados.
Sustituyendo recursivamente la ecuación de estado en la ecuación de me-
dida
cdvt = bst :cdvt+1 = bst+1 )cdvt+1 = Mbst+"t+1 :cdvt+2 = Mbst+1+"t+2
cdvt+2 = M2bst +M"t+1+"t+2
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cdvt+j =  Mjbst +Mj 1"t+1 +Mj 2"t+2 + ::::+ "t+j
Como
Et
cdvt+j = Mjbst
cdvt+j   Et cdvt+j = j 1X
i=0
Mi"t+j i = Mj 1"t+1
ya que sólo tenemos un shock en el periodo t+ 1:
Conocida la matriz de varianzas covarianzas del vector de estado bst podemos
calcular la matriz de autocovarianzas de orden j para la matriz cdvt:
E
cdvtcdv0t+j = E(bstbs0t+j)0 = Mjs0
La respuesta óptima ante una desviación del capital respecto a su estado
estacionario.
La dinámica del stock de capital viene dada por:
K^t+1 = 1K^t
junto a la primera columna de la matriz ;en la que sus coecientes son las
elasticidades instantáneas de las variables del modelo respecto las desvia-
ciones del stock de capital de su estado estacionario.
Si el stock de capital está por encima de su valor de estado estacionario,
la riqueza de las economías domésticas es mayor, la productividad marginal
del trabajo es alta y por tanto el salario real aumenta mientras que la pro-
ductividad marginal del capital es baja con lo que el tipo de interés real cae.
El primer y el tercer factor implican un descenso transitorio en las horas
trabajadas debido al efecto riqueza y al efecto de sustitución intertemporal.
El segundo factor opera en dirección contraria debido a la sustitución entre
ocio y consumo. En general, los efectos riqueza y renta superan al efecto
sustitución.
La respuesta del output depende de la respuesta de las horas de trabajo
y de la desviación del stock de capital. El efecto riqueza positivo aumenta
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el consumo presente y la inversión cae por debajo de su nivel de estado
estacionario.
El hecho de que la desviación del stock de capital sea transitoria y dado
que 1 < 1 hace que dicha variable converja a largo plazo hacia su estado
estacionario al igual que el resto de las variables endógenas del modelo.
La respuesta ante un shock de productividad.
Consideremos ahora una desviación del 1 % de Z^t de su estado esta-
cionario. La dinámica para el stock de capital es:
K^t+1 = kzZ^t
y la segunda columna de la matriz  nos da la respuesta inmediata o el
impacto sobre el resto de las variables del modelo.
Cuando el modelo es sujeto a un shock de productividad, "t+1; podemos
distinguir dos canales de propagación del shock sobre las variables endógenas:
un efecto directo medido por la columna derecha de la matriz  y un efecto
indirecto debido a la desviación del capital de su estado estacionario medido
por la columna izquierda de dicha matriz, ya que éste se ve afectado también
por el shock tecnológico.
La sensibilidad de los coecientes de M y  a los parámetros del modelo
nos revelan cuantitativamente el mecanismo económico del modelo RBC, lo
cual hace necesario calibrar el modelo.
Todas estas respuestas dependen de los parámetros especicados para
las preferencias y para la función de producción que están incluidas en las
elasticidades de los coecientes del sistema linealizado.
Si el shock es puramente transitorio, las economías domésticas podrían
consumir totalmente el aumento del output en el primer periodo sin cambiar
la inversión o su oferta de trabajo. En este caso, el shock no tendrá un
efecto persistente sobre el capital, ya que éste permanecerían en su estado
estacionario. Al contrario, las economías domésticas pueden decidir invertir
una parte del aumento de output y consumir más en el futuro. Todo depende
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del deseo de suavizar los niveles de consumo a lo largo del tiempo.
El shock tecnológico induce dos efectos opuestos intertemporalmente: un
efecto riqueza positivo que reduce las horas de trabajo y la inversión y un
efecto de sustitución intertemporal que induce al comportamiento contrario,
a sustituir horas de ocio por horas de trabajo. El efecto sustitución sobre el
equilibrio en las horas trabajadas es el resultado del trade-o¤ entre consumo
y ocio corriente.
La inuencia de la elasticidad de sustitución intertemporal en el ocio es
crucial ya que mientras mayor sea ésta, mayor es la respuesta de las horas
trabajadas al shock de productividad, así como la respuesta del output, del
consumo y de la inversión.
Por otra parte, mientras más persistente es el shock, mayor es el efecto
riqueza y más débil es el efecto sustitución, con lo que la respuesta de las
horas de trabajo y de la inversión son también más débiles.
En suma, como hemos visto reiteradamente, la respuesta de las variables
depende en gran medida de la respuesta de las horas de trabajo a la per-
turbación y éstas a su vez del mecanismo de sustitución intertemporal entre
ocio y trabajo.
Una medida de la misma es la elasticidad de sustitución intertemporal
del ocio o alternativamente de las horas de trabajo, que se dene como el
cociente en la variación porcentual del ratio `t
`t+1
con respecto al ratio de
salarios wt
wt+1
; como vimos en el epígrafe 6.
Esto es, si por ejemplo wt
wt+1
disminuye entonces, el individuo sustituye
ocio actual por horas de trabajo y por tanto aumentará el cociente `t
`t+1
:
`w =
d

`t
`t+1

`t
`t+1
d

wt
wt+1

wt
wt+1
=
d ln

`t
`t+1

d ln

wt
wt+1

Para una función de utilidad no separable en consumo y ocio esta elasticidad
es igual a como puede comprobarse en el apéndice 3.2.
`w =
cc
cc``   c``c
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mientras que la elasticidad de sustitución intertemporal de la oferta de tra-
bajo viene dada por:
nw =  
1 N
N
cc
cc``   c``c
=  1 N
N
`w ((3.55))
Calibración y formas funcionales.
Podemos introducir en este momento las formas funcionales para la fun-
ción de preferencias y para la función de producción.
U( ~Ct; 1 Nt) =

~Cat `
1 a
t
1 
1    > 0;  6= 1
Para  ! 1
U( ~Ct; 1 Nt) = a ln ~Ct + (1  a) ln(1 Nt)
y en este caso, el factor de descuento es:
 = (gA)1 
La función agregada de producción:
Yt = ZtK

t (AtNt)
1  ) ~Yt = Yt
At
= Zt ~K

t N
1 
t
Las elasticidades de las utilidades marginales del consumo y del ocio con
respecto al consumo y al ocio vienen dadas por las siguientes expresiones:
cc = a(1 ) 1 : c` = (1 a)(1 ) : `` = (1 a)(1 ) 1 : `c = a(1 )
La elasticidad intertemporal en la oferta de trabajo es por tanto:
nw =  
1 N
N
cc
cc``   c``c
=
1 N
N
1
a+ (1  a) > 0
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Las elasticidades implicadas en la función de producción son:
kk = (  1) : kn = 1   : nk =  : nn =  
Rz = 1 
(1  )
gA
: Rk =

1  
(1  )
gA

(  1) : Rn =  

1  
(1  )
gA


sk =
FKK
Y
=

 
k
n
 1
k
kn1 
= 
sn =
FNN
Y
=
(1  )   k
n

n
kn1 
= 1  
El estado estacionario viene dado por las siguientes expresiones:
A partir de la ecuación de acumulación del stock de capital:
~I
~K
= (gA   1 + )
 =
gA
gA   (1  )
El estado estacionario para el stock de capital viene dado por la expresión
gA

=  ~K 1N1  + 1   )
~K
N
=
 
gA
   (1  )

! 1
 1
La productividad media es:
~Y
N
=
 
~K
N
!
La distribución de la renta o de la producción total en consumo e inversión
también depende del ratio capital-trabajo. De esta forma
si =
~I
~Y
=
(gA   (1  )) ~K
~K ~N1 
= (gA   (1  ))
 
~K
N
!1 
O, como ya hemos calculado el estado estacionario para la relación capital per
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cápita, podemos expresar la participación de la inversión en la renta nacional
como
si = 
gA   (1  )
gA
   (1  )
La participación del consumo en la producción es simplemente:
sc = 1  si
Con la función de utilidad no separable y multiplicativa, tenemos dos
parámetros aún por determinar que son a y ;que denen la función de util-
idad.
El parámetro a de la función de utilidad, puede obtenerse a partir de las
condiciones de primer orden (3.40) y (3.41).
a ~Ca 1`1 a

~Ca`1 a
 
= ~
~Z(1  ) ~KN  = (1  a)

~Ca`1 a
 
~C1 `t a
Eliminando ~.
a =
~C
(1  )

~K
N

(1 N) + ~C
Los valores utilizados en la calibración son los siguientes.
N    gA  z a
0:30 0:40 0:025 0:988 1:004 0:95 0:9 0:34
Dadas las soluciones que hemos derivado podemos obtener los parámetros
que nos dan la respuesta de cada variable ante un cambio en el stock de capital
o al shock tecnológico.
Análisis de sensibilidad.
Con los parámetros anteriores el modelo puede ser resuelto. El análisis
de cálculo que realizamos ahora es observar cómo cambian los parámetros de
la matriz  cuando cambian tanto las elasticidades de la oferta de trabajo
como del parámetro de persistencia de la perturbación.
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En la siguiente tabla resumimos el cambio en la respuesta inmediata de
las variables endógenas cuando la aumenta la elasticidad de sustitución in-
tertemporal en la oferta de trabajo.
Tabla 3.9
 4 0:5
nw 0:8 3:5
cz 0:34 0:35
nz 0:33 0:75
yz 1:34 1:45
iz 3:10 3:95
wz 0:85 0:62
rz 1:10 1:30
El mismo tipo de análisis puede hacerse con respecto a la persistencia de la
perturbación tecnológica. En la tabla siguiente realizamos el mismo ejercicio
para dos valores del parámetro de autocorrelación del shock de productividad,
jado un valor para la elasticidad intertemporal del trabajo.
Tabla 3.10
nw = 2:3  = 1
z 0:25 0:95
cz 0:12 0:20
nz 1:30 1:10
yz 1:76 1:60
iz 5:70 5:50
wz 0:45 0:59
rz 0:32 1:20
Mientras más persistente es la perturbación mayor es el efecto riqueza
y más débil es el efecto sustitución, con lo que la respuesta de las horas
trabajadas y la producción responden en menor medida al shock tecnológico.
234
3.9. El modelo de Ciclo Económico Real
de Hansen con trabajo divisible.
Gary Hansen (1985) constituye una referencia básica en la literatura de
Ciclo Real al comparar un modelo con trabajo indivisible38 con trabajo di-
visible. El objetivo de Hansen es demostrar cómo la introducción de trabajo
indivisible puede mejorar la capacidad del modelo al replicar sobre todo la
correlación entre horas trabajadas y productividad o salarios.
El modelo de trabajo divisible es similar al presentado en el epígrafe 5
donde la función de utilidad es logarítmica y separable en ocio y consumo.
u(Ct; Nt) = lnCt + A ln(1 Nt)
Las restricciones del problema son las habituales:
Kt+1 = (1  )Kt + It
Yt = Ct + It
Yt = ZtK

t N
1 
t
Z^t = Z^t 1 + "t
La solución será obtenida a partir del planteamiento de la ecuación de Bell-
man:
V (Kt; Zt) = maxfCt;Kt+1;Ntg
[lnCt + A ln(1 Nt) + EtV (Kt+1; Zt+1)]
sujeta a la restricción
ZtK

t N
1 
t = Ct +Kt+1   (1  )Kt
38El modelo con trabajo indivisible será expuesto en el capítulo 5.
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Las condiciones de primer orden son:
@V
@Ct
=
1
Ct
+ Et
@V
@Kt+1
@Kt+1
@Ct
= 0) 1
Ct
= Et
@V
@Kt+1
((3.56))
@V
@Nt
=   A
1 Nt+Et
@V
@Kt+1
@Kt+1
@Nt
= 0) A
1 Nt = Et
@V
@Kt+1
(1 )ZtKt N t
((3.57))
@V
@Kt
= Et
@V
@Kt+1
@Kt+1
@Kt
) @V
@Kt+1
= Et
@V
@Kt+2
 
Zt+1K
 1
t+1 N
1 
t+1 + (1  )

((3.58))
ZtK

t N
1 
t = Ct +Kt+1   (1  )Kt ((3.59))
Sustituyendo (3.56) y por tanto eliminando el término Et @V@Kt+1 obtenemos
el sistema:
A
1 NtCt = (1  )ZtK

t N
 
t ((3.60))
1 = Et

Ct
Ct+1
 
Zt+1K

t+1N
 
t+1 + (1  )

((3.61))
ZtK

t N
1 
t = Ct +Kt+1   (1  )Kt ((3.61))
Utilizando el hecho de que en competencia perfecta, la renta del capital es
igual a la productividad marginal del capital (rt) podemos expresar el sistema
de forma alternativa como:
ACt = (1  )(1 Nt) Yt
Nt
1 = Et

Ct
Ct+1
(rt+1 + (1  )

Yt = Ct +Kt+1   (1  )Kt
Yt = ZtK

t N
1 
t ((3.62))
rt = 
Yt
Kt
((3.63))
Los valores de estado estacionario vienen dados como sabemos a partir de
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las condiciones de primer orden:
AC = (1 )(1 N)Y
N
: 1 = (r+(1 )) : Y = C+K : Y = KN1  : r = Y
K
AC
(1  )y = 1 
1
N
) N = 1
1 + AC
(1 )Y
Teniendo en cuenta que
C
Y
= 1  K
Y
:
K
Y
=

r
: r =
1

  (1  )
La expresilón para las horas trabajadas en estado estacionario viene dada
por:
N =
1
1 + AC
(1 )Y
=
1
1 + A
1 
h
1  
1 (1 )
i
K = N
"
Z
1

  (1  )
# 1
1 
Log-linealización del modelo.
En primer lugar, la condición (3.60) viene log-linealizada de la siguiente
manera:
ACt = (1 Nt)(1  ) Yt
Nt
= (1  ) Yt
Nt
  (1  )Yt
AC exp
n
C^t
o
= (1  )
24 Y exp
n
Y^t
o
N exp
n
N^t
o   Y expnY^to
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0   AC exp
n
C^t
o
+ (1  )

Y
N
exp
n
Y^t   N^t
o
  Y exp
n
Y^t
o
AC(1 + C^t) = (1  )

Y
N
(1 + Y^t   N^t)  Y (1 + Y^t)

AC   (1  )Y

1 N
N

  ACC^t + Y
N

Y^t   N^t

  Y Y^t
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0   ACC^t + Y (1  )

1 N
N

Y^t   (1  )Y
N
1 N
1 N N^t
0   C^t + Y^t   N^t
1 N
La ecuación de Euler, (3.61):
1 = Et
exp
n
C^t
o
exp
n
C^t+1
or exp fr^t+1g+ (1  ) exp
n
C^t
o
exp
n
C^t+1
o
1 = Etr exp
n
C^t   C^t+1 + r^t+1
o
+ (1  )Et exp
n
C^t   C^t+1
o
1  rEt

1 + C^t   C^t+1 + r^t+1

+(1 )Et

1 + C^t   C^t+1

= Et
h
1 + C^t   C^t+1 + rr^t+1
i
0  C^t   EtC^t+1 + rEtr^t+1
La restricción de recursos, (3.61):
Yt = Ct +Kt+1   (1  )Kt
Y exp
n
Y^t
o
= C exp
n
C^t
o
+K exp
n
K^t+1
o
  (1  ) exp
n
K^t
o
0   Y (1 + Y^t) + C(1 + C^t) +K(1 + K^t+1)  (1  )K(1 + K^t)
0  Y Y^t   CC^t +K(1  )K^t  KK^t+1
La función de producción, (3.62):
0   Y^t + Z^t + K^t + (1  )N^t
El rendimiento del capital, (3.63):
0  Y^t   K^t   r^t
Resumiendo, el sistema log-linealizado que nos permite obtener las solu-
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ciones viene dado por:
0  Y^t   1
1 N N^t   C^t
0  Y Y^t   CC^t + k

(1  )K^t   K^t+1

0  Z^t   Y^t + K^t + (1  )N^t
0  Y^t   K^t   r^t
0  C^t   EtC^t+1 + rEtr^t+1
Solución.
Utilizaremos el método propuesto por Uhlig (1999) para obtener las leyes
dinámicas que constituyen la solución del sistema log-linealizado anterior.
El desarrollo que seguimos sigue la exposición de McCandless (2008, cap
6).
Denamos por una parte el conjunto de variables de endógenas de estado
como xt =
h
K^t+1
i
mientras que por otra agrupamos el resto de variables
endógenas como yt =
h
Y^t; C^t; N^t; r^t
i
:Separando las ecuaciones en aquellas
que llevan expectativas de las que no, el modelo lineal puede ser expresado
como:
Axt +Bxt 1 + Cyt +Dzt = 0
0 = Et fFxt+1 +Gxt +Hxt 1 + Jyt+1 +Kyt + Lzt+1 +Mztg
Z^t+1 = NZ^t + "t+1
En nuestro caso las matrices anteriores vienen dadas por:
A =
h
0  K 0 0
i0
: B =
h
0 (1  )K   1
i0
:
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C =
266664
1  1   1
1 N 0
y  C 0 0
 1 0 1   0
1 0 0  1
377775 : D =
h
0 0 1 0
i0
F = G = H = [0] : J =
h
0  1 0 r
i0
: K =
h
0 0 0 1
i0
L =M = [0] : N = []
La solución del sistemamatricial que describe las leyes dinámicas de equilibrio
tiene como sabemos la siguiente estructura, donde las funciones de decisión
vienen son funciones lineales de la variable de estado, el stock de capital y la
variable exógena.
xt = Pxt 1 +QZ^t : yt = Rxt 1 + SZ^t
El procedimiento de resolución se basa en el método de los coecientes inde-
terminados y consiste básicamente en sustituir éstas en el sistema matricial
de tal forma que nalmente obtenemos dos ecuaciones matriciales en P y Q
que tienen las siguientes expresiones:
 
F   JC 1AP 2   (JC 1B  G+KC 1A)P  KC 1B +H = 0 ((3.64))
que resuelve la matriz P .

(F   JC 1A)QN+FP +G+ JR KC 1AQ = JC 1D   LN+KC 1D M
La matriz Q puede despejarse utilizando el producto de Kronecker.
Utilizando vectorización y el producto de la matriz Q viene dada por:
vecQ = ab+ c
a =

N 0 
 (F   JC 1A) + Ik 
 (FP +G+ JR KC 1A
 1
b = vec

JC 1D   LN
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c = KC 1D  M
Obtenidas P y Q, las matrices R y S vienen dadas por:
R =  C 1(AP +B) : S =  C 1(AQ+D)
Calibración del modelo.
En orden a obtener las leyes dinámicas y no trabajar con los parámetros
del modelo procedemos a calibrarlo. Los valores que elige Hansen son:
 = 0:99 :  = 0:025 :  = 0:36
Estos parámetros se obtienen en general a partir de los datos trimestrales
de una economía. Por ejemplo, el parámetro  nos mide la participación
del capital en la renta nacional,  corresponde a la tasa de depreciación del
stock de capital físico, un 2:5% trimestral, lo que implica que en el estado
estacionario el ratio capital-producto es 10 y el ratio de la inversión respecto
a la producción de 0:26.
El parámetro A de la función de utilidad se determina de tal forma que
en el estado estacionario el nivel de horas de trabajo sea exactamente 1=3,
mientras que el parámetro de persistencia del shock tecnológico  es 0:95 y
su desviación estándar " = 0:007 son los valores jados por Prescott (1986)
a partir de su propia estimación del residuo de Solow a partir de la función
de producción agregada:
Esto es, en la ecuación del estado estacionario, N = 1
3
y junto a los
parámetros anteriores nos da un valor de A = 1:72.
N =
1
1 + AC
(1 )Y
=
1
1 + A
1 
h
1  
1 (1 )
i
N =
1
1 + AC
(1 )Y
=
1
1 + A
1 
h
1  
1 (1 )
i
Sustituyendo los datos de los parámetros en las ecuaciones del estado esta-
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cionario obtenemos los siguientes valores:
K = 12:67 : Y = 1:24 : C = 0:92 : r = 0:035
La ecuación (3.64) calibrada con estos parámetros viene dada por:
7:08P 2   14:24P + 7:15 = 0
Las dos raíces son P1 = 0:95 y P2 = 1:07. Tomamos la raíz inferior a uno,
condición para que el equilibrio sea estable.
Finalmente:
Q = 0:11 : R =
h
0:20 0:57  0:24  0:8
i0
: R =
h
1:45 0:40 0:70 1:45
i0
Por tanto, las leyes dinámicas solución vienen dadas por:
K^t+1 = 0:95K^t + 0:11Z^t
Y^t = 0:20K^t + 1:45Z^t
C^t = 0:57K^t + 0:40Z^t
N^t =  0:24K^t + 0:70Z^t
r^t =  0:8K^t + 1:45Z^t
La inversión puede también deteminarse a partir de la restricción de re-
cursos linealizada.
I^t =
C
I
C^t +
Y
I
Y^t
Finalmente podemos obtener la varianza de las variables del modelo.
Comenzamos con el stock de capital puesto que necesitaremos su expre-
sión para el cálculo de la varianza de las restantes variables endógenas. La
ley dinámica viene dada por:
K^t+1 = kkK^t + kzZ^t = kkK^t + kz(Z^t 1 + "t)
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Aplicando el operador de retardos
K^t+1 =
kz
1  kkL
"t +
kz
1  kkL
1X
i=0
i"t i 1
K^t+1 = kz
1X
i=0
ikk"t i +
kz
1  kkL
1X
i=0
i"t i 1
Desarrollando y agrupando cada término de la perturbación aleatoria,
observamos que cada término "t j viene dado por
jkk + 
j 1
kk + 
2j 2kk + ::::::kk
2j 2 + kk
j 1 + j
con lo que la expresión para el stock de capital es
K^t+1 = kz
1X
j=0
jX
i=0
kk
ij i"t j
Obtenida la solución para el stock de capital podemos calcular la varianza
de las cuatro variables endógenas restantes. Dado que su solución tiene la
misma estructura podemos hacerlo con la ecuación de la producción.
Y^t = ykK^t + yzZ^t
Y^t = kzyk
1X
j=0
jX
i=0
kk
ij i"t j 1 + yzZ^t
Y^t = kzyk
1X
j=0
jX
i=0
ikk
j i"t j 1 + yz
1X
j=0
i"t j
Y^t =
1X
j=0
"
kzyk
jX
i=0
ikk
j i + yz
j+1
#
"t j 1 + yz"t
Dado que uno de los supuestos del modelo es que los shocks a la tecnología
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son independientes y por tanto Cov("t"t j) = 0 8j 6= 0:
V ar(Y^t) =
8<:
1X
j=0
"
kzyk
jX
i=0
ikk
j i + yz
j+1
#2
+ 2yz
9=;V ar("t) ((3.65))
Las expresiones para el resto de las variables tiene la misma estructura, sólo
es necesario cambiar yk por rk o ck y yz por rz o cz:
Para  = 0:95, el término entre llaves de (3.65) es igual a 30.0757 y dado
el error estandar del output de 0.0176, la varianza del componente cíclico
de la producción supone que la desviación típica del shock tecnológico es de
0.0032. Mientras mayor sea la varianza del shock de oferta, mayor volatilidad
tendrá el output.
La siguiente tabla muestra las desviaciones de cada variable en función
de la desviación típica de la perturbación tecnológica y la desviación relativa
de cada una de ellas en porcentaje de la desviación de la producción.
Tabla 3.11
Y^t C^t N^t I^t
x 5:48" 4:06" 1:65" 11:75"
x=Y 100% 74% 30% 200%
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3.10. Apéndice 3.1.
Restricciones sobre la formas funcionales de la función de
producción y de la función de utilidad.
En el libro de Phelps (1966) y en King, Plosser y Rebelo (1988) se sub-
rayan las restricciones sobre la forma de progreso técnico para que el estado
estacionario sea factible. En concreto, la forma de progreso técnico implícita
en la notación F (K;N) debe poder ser expresada en forma de progreso téc-
nico que aumenta la eciencia del factor trabajo.
Supongamos que escribimos la función de producción como:
Y = AF (XKtKt; XNtNt)
donde XKt y XNt representan tanto el progreso técnico que aumenta la e-
ciencia del capital como el progreso técnico que aumenta la eciencia del
factor trabajo y además presenta la propiedad de ser homogénea y lineal.
Dichos factores crecen a las tasas K y N respectivamente.
XK =
XKt+1
XKt
) XKt = XK0tK : XN =
XNt+1
XNt
) XNt = XN0tN
La tasa de crecimiento bruta del output satisface:
Y =
Yt+1
Yt
=
XKt+1Kt+1
XKtKt
F (Zt+1; 1)
F (Zt; 1)
= XKKF
donde Z = XNN=XKK:
Podemos estudiar dos casos: en el primero Z es constante mientras que en
el segundo el ratio F (Zt+1;1)
F (Zt;1)
es constante con independencia de la constancia
del ratio Z.
En el primero se verica:
Y = KXK : F = 1
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La restricción de recursos implica que:
K =
Y   C
K
+ (1  )
Si Y > C, de tal forma que la inversión es estrictamente positiva entonces
tanto Y
K
como C
K
deben ser constantes, o lo que es lo mismo deben crecer a
la misma tasa.
K = Y = C = I
Por tanto XK = 1 con lo que la factibilidad del estado estacionario requiere
que no haya progreso técnico aumentador de la eciencia del factor capital.
A partir de la denición de Z y teniendo en cuenta que es constante,
obtenemos:
Z =
XNN
XKK
) K = XNN
En el enfoque del agente representativo con población constante, N se en-
cuentra acotada entre cero y uno. Por tanto, una tasa constante de crec-
imiento del capital y de la producción requieren que N sea igual a 1 ya que
en otro caso N ! 1:
En el segundo caso, demostraremos que la función de producción es del
tipo Cobb-Douglas.
Sea
Z =
XNN
XKK
) Z =
XN
XKK
) Zt = Z0at : a = XN
XKK
F (Zt+1; 1)
F (Zt; 1)
=
f(Z0a
t+1)
f(Z0at)
= constante
Dado que la relación anterior debe cumplirse para cualquier Z0 arbitrario, la
diferenciación con respecto a éste implica:
0 =
1
f(Zt)2

f(Zt)f
0(Zt+1)
dZt+1
dZ0
dZ0   f(Zt+1)f 0(Zt)dZt
dZ0
dZ0

0 =

f 0(Zt+1)
Zt+1
f(Zt+1)
  f 0(Zt) Zt
f(Zt)

f(Zt+1)
f(Zt)
dZ0
Z0
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El término entre llaves debe ser cero, esto es, la elasticidad de f con respecto
Z debe ser constante:
f 0(Zt)
Zt
f(Zt)
= 1  
Resolviendo la ecuación diferencial:
df
f
= (1  )dZ
Z
) f(Z) = AZ1 
Por tanto, el output debe venir dado por una función del tipo Cobb-Douglas.
Y = XKKtAZ
1  = AXKKt

XNN
XKK
1 
= A(XKK)
 (XNN)
1 
En suma, el progreso técnico puede ser expresado en la forma de aumentar
la eciencia del factor trabajo, ya que:
Y = A(XKK)
 (XNN)
1  = AK( ~XNN)1  : ~XN = XNX

1 
K
Esto además implica que el progreso técnico neutral en el sentido de Hicks,
que corresponde al caso en el que XN = XK es el único consistente con la
factibilidad del estado estacionario con crecimiento cuando la tecnología de
la producción es Cobb-Douglas.
Desde otro punto de vista, el hecho de que las participaciones de las rentas
de los factores en la renta nacional sea constante a largo plazo es una razón
esgrimida tradicionalmente para restringuir la función de producción a la
forma Cobb-Douglas. Sin embargo, con tecnología que aumenta la eciencia
del factor trabajo, cualquier función con rendimientos constantes a escala
es compatible con la constancia de dichas partipaciones, ya que éstas son
invariantes a la escala de X en el estado estacionario.
De esta forma, si sN denota la participación de la renta del trabajo,
tenemos que:
sN =
NX @F
@N
(K;XN)
XNF
 
K
XN
; 1
 = @F@N (K;XN)
F
 
K
XN
; 1

Restricciones sobre la función de utilidad.
247
La condición intertemporal de óptimo viene dada por:
uc(Ct; `)
uc(Ct+1; `)
= 

@F
@K
(Kt+1; Xt+1Nt+1) + (1  )

Como hemos visto, a lo largo de la senda de crecimiento equilibrado X = K ,
conlo cual el término de la derecha es constante.
Por otra parte, a partir de la restricción de recursos
Ct = Xt

F

K
X
;N

+ (1  )K
X
  K
K
X

El término entre corchetes es constante pues capital y progreso tecnológico
crecen a la misma tasa, con lo que el consumo debe crecer a la tasa que crece
Xt:
Ct = C0
t
X
Por tanto
uc(C0
t
X ; `)
uc(C0
t+1
X ; `)
= k = constante e independiente de C0
Diferenciando con respecto a C0:
uc(t+ 1)duc(Ct)  uc(t)duc(Ct+1)
u2c(t+ 1)
= 0
ucc(t)
uc(t+ 1)
dCt   uc(t)ucc(t+ 1)
u2c(t+ 1)
dCt+1 = 0
ucc(t)
uc(t+ 1)
tXdC0  
uc(t)ucc(t+ 1)
u2c(t+ 1)
t+1X dC0 = 0
uc(t)
uc(t+ 1)

ucc(t)
uc(t)
Ct   ucc(t+ 1)
uc(t+ 1)
Ct+1

dC0
C0
= 0
El término entre llaves debe ser igual a cero, o lo que es lo mismo la elasticidad
de la utilidad marginal del consumo debe ser constante
cc =  
ucc
uc
C =  @uc
uc
C
@C
=  
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Resolviendo la ecuación diferencial:Z
@u1
u1
=  
Z
@C
C
) lnu1 =   lnC + ln 1(`)
u1 = C
 1(`)
Para deducir la forma de la función de preferencias, integramos de nuevo
respecto C: Z
@u
@C
dC =
Z
C 1(`)dC
u(C; `) =
C1 
1  1(`) + 2(`)  6= 1
u(C; `) = 1(`) lnC + 2(`)  = 1
Finalmente, las restricciones sobre 1(`) y 2(`) se derivan de la condición de
optimización estática sobre la oferta de trabajo, esto es, a lo largo de la senda
de crecimiento equilibrado la relación marginal de sustitución entre consumo
y ocio es igual a la relación marginal de transformación.
u`(C; 1 N)
uc(C; 1 N) = AFN (XN;K)
Aplicando logs
ln [u`(C; 1 N)]  ln [uc(C; 1 N)] = lnX + ln

AFN

N;
K
X

En el estado estacionario, el producto marginal de trabajo efectivo es con-
stantey diferenciando con respecto a C y A.
u`c
u`
C
dC
C
=
ucc
uc
C
dC
C
+
dX
X
Dado que en la senda de crecimiento equilibrado
dC
C
=
dX
X
y deniendo la elasticidad de la utilidad marginal del ocio con respecto al
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consumo `c
1 = `c + 
Para  = 1; `c vale cero, con lo cual 1(`) debe de ser constante. Si  6= 1,
entonces `c 6= 0 y 2(`) debe ser constante.
De ahí que la forma funcional para la función de utilidad quede como:
u(C; `) =
C1 
1  (`)  6= 1
u(C; `) = lnC + (`)  = 1
Para que exista un máximo, la función de utilidad debe ser cóncava, critero
que nos es útil para elegir la función (`):
Dicha función es cóncava si y sólo si verica
ucc  0 : u``  0 : uccu``   u2c`  0
y estrictamente cóncava
ucc < 0 : u`` < 0 : uccu``   u2c` > 0
Si  = 1
uc = C
 1 : ucc =  C 2 : u` = 0(`)
u`` = 
00(`) : uc` = u`c = 0
uccu``   u2c` > 0)  C 200(`) > 0) 00(`) < 0
Por tanto, (`) debe ser creciente y cóncava.
En el segundo caso,  6= 1 la función es multiplicativamente separable y
podemos distinguir dos casos: 0 <  < 1 y  > 1:
Las utilidades marginales y sus primeras derivadas propias y cruzadas
vienen dadas por:
uc = C
 (`) > 0 : ucc =  C  1 < 0 : u` = C
1 
1  
0(`) > 0 : u`` =
C1 
1  
00(`) < 0
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uc` = u`c = C
 0(`)
La condición uccu``   u2c` > 0 viene dada por
 C  1(`)C
1 
1  
00(`)  (C 0(`))2 > 0
 
00(`)
0(`)
> (1  )
0(`)
(`)
Si 0 <  < 1 debe de cumplirse
00(`) < 0 : 0(`) > 0 : (`) > 0
con lo que (`) debe ser creciente y cóncava.
Si  > 1 debe de vericarse
00(`) > 0 : 0(`) < 0 : (`) > 0
con lo cual (`) debe ser decreciente y convexa.
3.11. Apéndice 3.2.
Elasticidad de sustitución intertemporal de ocio y trabajo.
Las condiciones de óptimo del modelo para el consumo y el ocio vienen
dadas por:
uc(ct; `t)  t = 0
u`(ct; `t)  twt = 0
con lo que la condición intertemporal es:
u`(ct; `t)
uc(ct; `t)
= wt
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Tomando dos periodos consecutivos y dividiendo la condición intertemporal:
u`(ct; `t)
u`(ct+1; `t+1)
=
uc(ct; `t)
uc(ct+1; `t+1)
wt
wt+1
Tomando logaritmos y diferenciando:
lnu`(ct; `t)  lnu`(ct+1; `t+1) = lnuc(ct; `t)  lnuc(ct+1; `t+1) + ln

wt
wt+1

1
u`
[u`cdct + u``d`t]  1
u`
[u`cdct+1 + u``d`t+1] =
=
1
uc
[uccdct + uc`d`t]  1
uc
[uccdct+1 + uc`d`t+1] + d ln

wt
wt+1

Agrupando términos:
u`c
u`
  ucc
uc

dct  

u`c
u`
  ucc
uc

dct+1+

u``
u`
  uc`
uc

d`t  

u``
u`
  uc`
uc

d`t+1 = d ln

wt
wt+1

Introduciendo las deniciones de las elasticidades respectivas:
[`c   cc]

dct   dct+1
c

+ [``   c`]

d`t   d`t+1
`

= d ln

wt
wt+1

Por tanto
[`c   cc] [d ln ct   d ln ct+1] + [``   c`] [d ln `t   d ln `t+1] = d ln

wt
wt+1

La relación entre las variaciones en el consumo y en el ocio se pueden obtener
a partir de la ecuación de Euler del modelo o senda temporal óptima para el
consumo.
uc(ct; `t) = (1 + rt+1)uc(ct+1; `t+1)
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Aplicando logaritmos y diferenciando dicha condición:
1
uc
[uccdct + uc`d`t] =
1
uc
[uccdct+1 + uc`d`t+1]
cucc
uc
[d ln ct   d ln ct+1] = `uc`
uc
[d ln `t+1   d` lnt]
[d ln ct   d ln ct+1] =  c`
cc
[d ln `t   d ln `t+1]
Por tanto
  [`c   cc]
c`
cc
+ [``   c`] d ln

`t
ln `t+1

= d ln

wt
wt+1

y la
`w =
d ln

`t
`t+1

d ln

wt
wt+1
 = `w = cccc``   c``c
Teniendo en cuenta que `t+nt = 1, la elasticidad de sustitución intertem-
poral de la oferta de trabajo puede ser deducida como sigue:
d ln `t = d ln(1  nt) =   dnt
1  n =  
n
1  nd lnnt
Por tanto
  [`c   cc]
c`
cc
  [``   c`]

  n
1  n

d ln

nt
lnnt+1

= d ln

wt
wt+1

nw =
d ln

nt
nt+1

d ln

wt
wt+1
 =  1  n
n
cc
cc``   c``c
=  1  n
n
`w
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CAPITULO 4
EL DINERO EN LOS MODELOS
DE CICLO REAL
El modelo de Ciclo Económico Real se ha ido sucesivamente ampliando
para dar cabida a variables que no se encontraban en las formulaciones orig-
inales y en este capítulo procedemos a plantear algunos modelos que han
incorporado el dinero dentro del mismo. La cuestión que surge en cualquier
modelo neoclásico de equilibrio general es cómo modelizar el dinero o cómo
explicar porqué los consumidores necesitan demandar dinero. Sin justicar
porqué existe demanda de dinero es no es posible modelizar el impacto de
las variaciones de la oferta monetaria.
En general, la literatura recoge tres enfoques:
1. Introducir dinero directamente en la función de utilidad. El enfoque
conocido como MIU, (Money in the Utility Function) supone la introducción
de saldos reales directamente en la función de utilidad, lo que signica que el
dinero es como cualquier otro bien que será demandado por los individuos.
Sidrauski (1967) es un ejemplo pionero en este enfoque.
2. Cash in Advance Models. La restricción de liquidez supone que antes
de que un consumidor pueda comprar bienes debe tener dinero para poder
pagarlos. El dinero es demandado debido a que es el medio utilizado para
realizar transacciones. En palabras de Clower (1967), money buys goods
but goods dont buy money.
3. Costes de transacción o Shopping Time Technology. En los modelos
shopping time se modeliza el hecho de que el dinero facilita las transac-
ciones ahorrando los costes que presentan las transacciones realizadas medi-
ante el trueque; por tanto, la demanda de dinero surge porque su tenencia
es una forma conveniente de evitar las dicultades del trueque, aunque por
otra parte mantener dinero presenta un coste de oportunidad en términos del
coste de oportunidad de mantener la riqueza en otro activo alternativo.
Los modelos neoclásicos de crecimiento, y el modelo básico de Ciclo Real
de los cuales se deriva, no tienen en cuenta el papel del dinero y por tanto es
imposible determinar si sus variaciones son un serio candidato para explicar
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las uctuaciones de las variables reales y nominales. Es lógico que en los
modelos de crecimiento el dinero esté ausente mientras su objetivo sea ex-
plicar determinados hechos del crecimiento a largo plazo ya que el consenso
entre los economistas y la evidencia empírica son claros: a largo plazo el
dinero no importa, esto es, el dinero es un velo y sus efectos a largo plazo
sobre las variables reales son nulos provocando a largo plazo únicamente un
aumento en el nivel de precios.
Sin embargo, cuando los modelos dinámicos de equilibrio general se han
convertido en el instrumental avanzado para estudiar las uctuaciones económi-
cas surge la cuestión de si el dinero puede explicar mejor las uctuaciones
que el candidato original, el shock tecnológico.
Sabemos que en los modelos de Ciclo Real el origen de las uctuaciones
económicas se concentra en la fuerzas de oferta. Sin embargo, negar, rechazar
o dejar de lado las explicaciones que descansan en los cambios en la oferta
monetaria junto a las deciencias que presenta el modelo puramente real han
conducido de forma natural a que el modelo de equilibrio general haya sido
ampliado con el n de introducir dinero en el mismo.
En la literatura sobre Ciclo Económico Real el primer artículo en el que
se introduce especícamente el sector nanciero es en King y Plosser (1984)
y su implicación es que el dinero bancario es importante para explicar la cor-
relación entre el PNB y los agregados monetarios, destacando el papel que
juega la denominada causalidad inversa.
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4.1. Modelo monetario clásico.
Con el siguiente modelo pretendemos demostrar que un modelo monetario
sin rigideces nominales predice los mismos resultados que el modelo clásico,
esto es, el dinero es un velo y los precios sólo pueden determinarse a partir de
la regla de política monetaria que siga el banco central. Las variables reales
dependen de factores reales, entre ellos las perturbaciones debidas a shocks
tecnológicos.
En este punto seguimos la exposición de Galí (2008) aunque introducimos
competencia monopolística.
Las economías domésticas maximizan la siguiente función de utilidad su-
jeta a la restricción presupuestaria.
Max E0
1X
t=0
t

C1 t
1    
N1+'t
1 + '

PtCt +Bt+1 = (1 + it)Bt +WtNt
donde Bt representa la cantidad de bonos con vencimiento a un año y Pt es
el precio del bien del consumo.
Planteando el lagrangiano obtenemos las condiciones de óptimo de primer
orden:
L(Ct; Nt; Bt+1; t) =
1X
t=0
t

C1 t
1    
N1+'t
1 + '

+ t ((1 + it)Bt +WtNt   PtCt  Bt+1)

@L
@Ct
= C t   tPt = 0 ((4.1))
@L
@Nt
=  WtN't + t = 0 ((4.2))
@L
@Bt+1
=  t + Ett+1(1 + it+1) = 0 ((4.3))
@L
@t
= (1 + it)Bt +WtNt   PtCt  Bt+1 = 0 ((4.4))
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Junto a la condición de transversalidad:
l{m
T!1

1
1 + rt+1
T
Bt+T+1 ! 0
Eliminando el multiplicador, las dos condiciones estáticas (4.1) y (4.2)
nos dan la curva de oferta de trabajo, mientras que (4.1) y (4.3) nos dan la
condición intertemporal o ecuación de Euler.
C t
Pt
=
N't
Wt
((4.5))
 C
 
t
Pt
1
1 + it+1
+ Et

C t+1
Pt+1

= 0
1 = Et
 
Ct+1
Ct
 
(1 + it+1)
Pt
Pt+1
!
(4.6)
Aplicando logaritmos a (4.5) y (4.6) obtenemos la curva de oferta y la
ecuación dinámica para el consumo, donde las letras en minúscula repre-
sentan el logaritmo de la variable.
wt   pt = 1
c
ct + 'n
s
t : c =
1

Etct+1   ct = Et (it   t+1   ln ) : (t+1 = lnPt+1   lnPt)
siendo c la elasticidad de sustitución intertemporal en el consumo y ' la
inversa de la elasticidad de sustitución en las horas trabajadas.
En segundo lugar, podemos introducir competencia monopolística en el
mercado de bienes y el caso de competencia perfecta aparecería como un caso
especial39.
Supongamos que existe un contínuo de j 2 [0; 1] empresas con cierto
poder para jar los precios que producen cada una un bien diferenciado que
se considera como bien intermedio para obtener la producción total de bienes
nales, Yt:
39Galí, (2008) introduce directamente competencia perfecta.
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La función de producciónde bienes nales viene dada por:
Yt =
Z 1
0
yjt
 1
 dj
 
1 
: ( > 1)
Las empresas maximizan sus benecios, sujetos a dicha restricción:
Max PtYt  
Z 1
0
pjtyjtdj
La solución del problema nos da la demanda de cada bien intermedio, yjt.
yjt =

pjt
Pt
 
Yt
La existencia de competencia perfecta en el mercado de bienes hace que los
benecios económicos sean nulos.
PtYt =
Z 1
0
pjtyjtdj
Sustituyendo la demanda de cada bien, obtenemos el nivel de precios agre-
gado:
PtYt =
Yt
P t
Z 1
0
(pjt)
1  dj ) Pt =
Z 1
0
pjtdj
 1
1 
Las empresas que producen bienes intermedios maximizan su benecio,
eligiendo el precio de venta, pjt; sujetos a dos restricciones, la función de
producción y la función de demanda del bien que producen y tomando como
dados el salario, la producción de bienes nales y el nivel de precios.
El problema se plantea por tanto como:
Max
fpjtg
pjt

pjt
Pt
 
Yt  WtNjt
yjt =

pjt
Pt
 
Yt
yjt = F (ZtNjt) = (ZtNjt)
1 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La condición de primer orden viene dada por:
(1  ) (pjt)  P t Yt  Wt
@Njt
@yjt
@yjt
@pjt
= 0
pjt =

   1Wt
@Njt
@yjt
=

1 +
1
   1

CMa
donde:
Wt
@Njt
@yjt
= CMa
El término 
 1 es el margen que aplican las empresas sobre el coste marginal
que está relacionado con el grado de sustituibilidad del bien intermedio uti-
lizado en la producción nal. Si  ! 1, el margen sobre el coste marginal
será alto, mientras que si  !1, el precio es igual al coste marginal.
Dado un margen mayor que 1, los precios serán más altos que los costes
marginales y por tanto mayores que en competencia perfecta mientras que
los salarios reales serán menores que en competencia perfecta.
Wt
Pt
=
CMa
Pt
@yjt
@Njt
=
   1

@yjt
@Njt
((4.7))
Todas las empresas se comportan idénticamente y por tanto el equilibrio es
simétrico, esto es, todas eligen el mismo precio, se enfrentan a la misma
demanda, producen lo mismo y contratan la misma cantidad de trabajo.
Agregando para todas las empresas obtenemos que:
Yt =
Z 1
0
yjt
 1
 dj
 
1 
= Yt(j)
Z 1
0
dj = Yt(j)
El output del bien nal es igual al output de los bienes intermedios.
En equilibrio por tanto:
Nt =
Z 1
0
Njtdj
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Y la función de producción agregada es:
Yt = Yt(j) = F (ZtNjt) =

Zt
Z 1
0
Njt
1 
= (ZtNt)
1  ((4.8))
Por tanto, las condiciones de primer orden para las economías domésticas y
las empresas vienen dadas por (4.5), (4.6), (4.7) y (4.8):
C t
Pt
=
N't
Wt
: 1 = Et
 
Ct+1
Ct
 
(1 + it+1)
Pt
Pt+1
!
Wt
Pt
=
   1

@yjt
@Njt
: Yt = F (ZtNt) = (ZtNt)
1 
junto a las condiciones de equilibrio en el mercado de bienes y en el mercado
de trabajo.
Yt = Ct : N
s
t = N
d
t
Linealización y solución.
Dada la relación multiplicativa entre las variables no es necesario nada
más que aplicar logs para convertir el modelo no lineal en lineal.
  1
c
ct   pt = 'nst   wt ((4.9))
Etct+1   ct = cEt (it   t+1 + ln ) : ln(1 + it) ' it ((4.10))
wt   pt = ln

   1


+ ln(1  ) + (1  )zt   ndt ((4.11))
yt = ct = (1  )zt + (1  )nt ((4.12))
ndt = n
s
t ((4.13))
El sistema está compuesto de 5 ecuaciones, sin embargo tenemos 6 variables
endógenas: salario nominal, nivel de precios, producción, consumo, horas
trabajadas y tipo de interés nominal. Por tanto, el nivel de precios queda
indeterminado.
Resolvamos el sistema, expresando las variables endógenas en función de
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la variable exógena, zt:
A partir de la función de producción, (4.12) y del equilibrio en el mercado
de trabajo, (4.13), obtenemos las soluciones para el salario real y para el nivel
de empleo de equilibrio.40
(1  )zt   nt + ln(1  )   = 1
c
ct + 'nt
yt = ct = (1  )zt + (1  )nt
nt =
(1  ) (c   1)
c ('+ ) + (1  )zt +
c (ln(1  )  )
c ('+ ) + (1  ) =  nzzt + n ((4.14))
wt pt = (1 ) 1 + c'
c ('+ ) + (1  )zt+(ln(1  )  )

1  c
c ('+ ) + (1  )

((4.15))
wt   pt =  !zzt + w
Sustituyendo (4.14) y (4.15) en la función de producción (4.12).
yt = ct = (1 )c 1 + '
c ('+ ) + (1  )zt+(1 )
c (ln(1  )  )
c ('+ ) + (1  ) =  yzzt+y
Finalmente, el tipo de interés real rt = it Ett+1, viene determinado a partir
de (4.10).
Etct+1   ct = cEt (it   t+1 + ln )
rt =   ln +(1 ) 1 + '
c ('+ ) + (1  )(Etzt+1 zt) =   ln +
1
c
 yzEtzt+1
La resolución de la parte real de la economía implica que todas las vari-
ables reales dependen de las perturbaciones tecnológicas. Esto es un claro
ejemplo de la dicotomía clásica con respecto al papel de la política monetaria.
El modelo es clásico en este aspecto, sin embargo la introducción de compe-
40La expresión ln
 
 1


=   ln


 1

=   ln

1 + 1 1

'   1 1 :Y ésta
es: 


 1   1

=  , el margen que aplican las empresas a los precios sobre el coste
marginal.
1 +  =

   1
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tencia monopolística da lugar a que la curva de demanda de trabajo esté por
debajo de la curva de demanda de trabajo walrasiana dando lugar a salarios
más bajos y un nivel de empleo y producción inferior al modelo clásico puro
debido al factor del margen que aplican las empresas a sus precios de venta41.
Si asumimos que la tecnología sigue el siguiente proceso:
zt+1 = zzt + "
z
t+1
las soluciones para las variables del sistema en función del shock tecnológico
son:
nt = znt 1 + nz"
z
t : wt   pt = z(wt 1   pt 1) + (w p)z"zt
rt =   ln  + zrt 1   rz(1  z)"zt : yt = ct = zyt 1 + yz"zt
donde hemos denotado como jz la elasticidad de cada variable j con respecto
a la perturbación.
En ausencia de perturbaciones, el nivel de equilibrio de rt coincide con la
tasa descuento subjetiva del individuo. Téngase en cuenta que  es el factor
de descuento subjetivo que es igual a 1
1+
, donde  es el tipo de descuento
subjetivo. De esta forma   ln  = ln(1 + ) '  > 0, y lo denotaremos como
r:
A partir de las expresiones anteriores, podemos calcular los efectos de una
perturbación tecnológica sobre cada una de las variables.
Un shock tecnológico positivo eleva el salario real, la producción y el con-
sumo, mientras que provoca un descenso en el tipo de interés real. El efecto
sobre el nivel de horas de trabajo depende de la sustitución intertemporal
en el consumo. Si c > 1, el efecto sustitución es fuerte y el número de
horas aumenta, y al contrario, un efecto sustitución intertemporal bajo en
el consumo, hace que el efecto renta de la subida salarial sea mayor que el
efecto sustitución y por tanto, el número de horas trabajadas disminuya. En
41Galí (1995) asume competencia monopolística y además supone que existe negociación
salarial y que son los sindicatos los que deciden el nivel de oferta de trabajo. El modelo
genera desempleo involuntario debido a que la curva de oferta de trabajo está a la izquierda
de la curva de demanda de trabajo competitiva pero también salarios más altos en relación
a la competencia perfecta.
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el caso de c = 1, ambos efectos se compensan y nt permanece intalterado
(la función de utilidad sería logarítmica en el consumo).
Por último calculamos la solución para el nivel de precios, que depende
de la regla de política monetaria que siga la autoridad monetaria.
A partir de la ecuación de Fisher podemos ver que el nivel de precios no
converge para ningún tipo de interés.
rt = it   Et(pt+1   pt)) pt =  
1X
i=0
(it+i   rt+i)
Si introducimos una regla de Taylor como:
it = r + t
pt =
1X
k=0
 k Et(rt+k   r)
El nivel de precios será nito si y sólo si  > 1:
En este caso, el nivel de precios y la inación se ven afectados por las
perturbaciones tecnológicas en cuanto el tipo de interés se ve afectado por
ellas. Las perturbaciones tecnológicas disminuyen el tipo de interés por de-
bajo de su nivel de equilibrio, con lo que el nivel de precios caería. El modelo
predice un comportamiento contracíclico para el nivel de precios ante una
perturbación tecnológica.
Calculando la senda futura para la desviación del tipo de interés con
respecto a su equilibrio a largo plazo, la solución para el nivel de precios en
función de la perturbación tiene la siguiente expresión:
rt   r = 1
c
 yzEtzt+1 ) Et(rt+k   r) =
1
c
 yz
k
z(z   1)zt
pt = (z   1)
1
c
 yz
1X
k=0
 k 
k
zzt ) pt = (z   1)
1
c
 yz

   z
zt
Introduzcamos ahora el dinero de la forma convencional a partir de la
ecuación de equilibrio monetario en términos logarítmicos y suponiendo que
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la elasticidad renta de la demanda de dinero es igual a la unidad; la conocida
ecuación LM y la ecuación de Fisher son:
mt   pt = yt   hit : 0 < h < 1
it = rt + Ett+1 ) it = rt + Et(pt+1   pt)
Despejando el tipo de interés en la ecuación de Fisher y llevándolo a la
ecuación de equilibrio monetario.
mt   pt = yt   h(rt + Et(pt+1   pt))
La solución estable se encuentra resolviendo hacia delante para el nivel de
precios, con :
pt =
h
1 + h
Etpt+1 +
1
1 + h
mt   yt
1 + h
+
h
1 + h
rt
donde  = h
1+h
:
pt = (1  )
1X
i=0
iEtmt+i   (1  )
1X
i=0
iEtyt+i + (1  )
1X
i=0
iEtrt+i ::
((4.16))
Por tanto, el nivel de precios depende de las sendas futuras esperadas en la
oferta monetaria, pero también de las perturbaciones tecnológicas que afectan
tanto a la producción como al tipo de interés real.
Inequívocamente una perturbación tecnológica provoca una disminución
en el nivel de precios.
En este caso, podemos calcular cuáles son los efectos de un aumento en
la tasa de crecimiento monetario Supongamos que ésta sigue el siguiente
proceso:
mt = mmt 1 + "
m
t ) Etmt+i = immt
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La solución para el nivel de precios, ecuación (4.16) es:
pt = mt+
1X
i=1
(m)
imt (1  )
1X
i=0
(z)
i yt+(1  ) 
1  +(1 )
1X
i=0
(z)
i rt
pt = mt +
hm
1 + h(1  m)
mt   1
1 + h(1  z)
(yt   rt)
Diferenciando el nivel de precios obtenemos la solución para la tasa de in-
ación.
t = mt +
hm
1 + h(1  m)
mt 1   1
1 + h(1  z)
(yt  rt)
Finalmente, el tipo de interés nominal es:
it =
1
h
(yt   (mt   pt)
it =
m
1 + h(1  m)
mt +
1
h
1  hz
1 + h(1  z)
yt +
1
1 + h(1  z)
rt
Una perturbación monetaria eleva el nivel de precios y además sobrerreac-
ciona al shock monetario, esto es, la desviación del nivel de precios en t,
respecto a su nivel de equilibrio es mayor que uno, lo cual contrasta con la
lenta respuesta del nivel de precios ante cambios en la tasa de crecimiento
monetario, que es básicamente el comportamiento dinámico observado en las
estimaciones empíricas.
Si suponemos un cambio permanente en la oferta monetaria de m0 a
m1 = m0 + , la desviación en el nivel de precios respecto su equilibrio
anterior viene dado por:
p1 = m0 + +
hm
1 + h(1  m)
) p1  m0 =

1 +
hm
1 + h(1  m)

 > 1
O, la desviación con respecto a su nuevo nivel de equilibrio, será:
p1  m1 =

hm
1 + h(1  m)

 > 0
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Finalmente, de forma inequívoca un aumento en la tasa de crecimiento mone-
tario eleva el tipo de interés nominal, lo que implica que el modelo no predice
la existencia de efecto liquidez alguno.
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4.2. Un sencillo modelo con dinero
en la función de utilidad.
Un modelo de Ciclo Real relativamente sencillo es el planteado por Be-
nassy (1995), ya que es posible calcular su solución cerrada, si asumimos que
la tasa de depreciación del stock de capital es del 100 %. Consideraremos
dos aspectos, en primer lugar lo resolvemos bajo el supuesto walrasiano de
exibilidad de precios y en segundo lugar introduciremos rigidez salarial.
La economía estudiada presenta dos mercados, mercado de bienes y de
trabajo con precios respectivos Pt y Wt y dos agentes representativos una
empresa y una economía doméstica.
La empresa tiene una tecnología Cobb-Douglas:
Yt = K

t (ZtNt)
1 
El stock de capital se deprecia totalmente en un periodo con lo que la
tasa de depreciación  es igual a la unidad.
Kt+1 = It
La economía doméstica representativa maximiza la siguiente función de
utilidad:
u (Ct;Mt+1; `t) = E0
1X
t=0
t

lnCt + a ln
Mt+1
Pt
+ V (`t)

: V 00(`t)  0
donde Mt+1
Pt
son los saldos reales.
Nuestro agente representativo se enfrenta a la siguiente restricción pre-
supuestaria:
Ct +
Mt+1
Pt
+Kt+1 =
Wt
Pt
Nt + rtKt +
Mt
Pt
+
Tt
Pt
Las transferencias, Tt que recibe son nanciadas a través de la impresión de
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dinero, esto es
Tt =Mt+1  Mt
mientras que la oferta monetaria sigue el proceso
Mt+1 = tMt
o lo que es lo mismo, la tasa de crecimiento monetario es t   1:
La restricción presupuestaria puede simplicarse en sus dos últimos suman-
dos para dar
Mt
Pt
+
Tt
Pt
=
Mt+1
Pt
= t
Mt
Pt
La resolución del problema para las economías domésticas puede hacerse a
través del planteamiento del Lagrangiano:
L(Ct; Kt+1;Mt+1; t) = E0
1X
t=0
t

lnCt + a ln
Mt+1
Pt
+ V (`t)

+
+tt

Wt
Pt
Nt + rtKt + t
Mt
Pt
+
Tt
Pt
  Ct   Mt+1
Pt
 Kt+1

Las condiciones de optimización de primer orden son:
@L
@Ct
=
1
Ct
  t = 0
@L
@Nt
=
@V
@Nt
+ t
Wt
Pt
= 0 ((4.17))
@L
@Kt+1
=  t + Ett+1rt+1 = 0 ((4.18))
@L
@Mt+1
=
a
Mt+1
  t
Pt
+ Et
t+1
Pt+1
t+1 = 0 ((4.19))
l{m
T!1
t+TKt+1+T = 0
Combinando (4.17) y (4.18), obtenemos la ecuación dinámica para el cociente
Kt+1
Ct
:
1
Ct
= Et

Yt+1
Ct+1Kt+1

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donde
rt+1 = 
Yt+1
Kt+1
Sustituyendo la restricción presupuestaria Yt = Ct + Kt+1 en la ecuación
dinámica para el consumo obtenemos una ecuación dinámica lineal para el
ratio Kt+1
Ct
:
Kt+1
Ct
= Et

Ct+1 +Kt+2
Ct+1

Denotando como
xt =
Kt+1
Ct
podemos resolver la ecuación en diferencias anterior, ecuación con expecta-
tivas racionales cuya expresión es
xt =  + Etxt+1
y cuya solución es
xt =
TX
i=1
()i + ()T Etxt+T
La solución estable debe vericar
l{m
T!1
()T Etxt+T = 0
expresión que coincide con la condición de transversalidad del problema.
Por tanto nuestra solución viene dada por:
Kt+1 = Ct
1X
i=1
()i =

1  Ct
La inversión es una proporción del consumo, o el ratio inversión-consumo es
constante.
A partir de la restricción de recursos, Ct +Kt+1 = Yt podemos expresar
tanto el consumo como la inversión en función de la producción:
Ct = (1  )Yt
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Kt+1 = Yt
Finalmente, obtenemos la oferta de trabajo, sustituyendo el multiplicador de
Lagrange en (4.17).
V 0(1 Nt) = Wt
Ct
=
(1  )
(1  )Nt
donde hemos utilizado
Wt
Pt
= (1  ) Yt
Nt
Dada una forma funcional especíca para la función V (`t) que verique los
supuestos usuales podríamos resolver la ecuación y determinar la oferta de
trabajo; en este caso es mucho más fácil, es sólo función de los parámetros 
y ; e independiente del salario real, esto es, la oferta de trabajo es inelástica
o constante para cualquier salario real.42
NtV
0(1 Nt) = (1  )
(1  ) ) Nt = N(; )
Con una función de producción Cobb-Douglas, tenemos que, en logaritmos:
yt+1 = zt+1 + kt+1 + (1  )n
yt+1 = zt+1 + yt +  ln + (1  )n
La introducción del dinero no afecta al output, sólo los shocks a la produc-
tividad importan para la determinación de las variables reales. De nuevo
obtenemos el conocido resultado de la dicotomía clásica. La razón de este
resultado descansa en que hemos supuesto una función de utilidad separa-
42Por ejemplo, para V (1 Nt) =  ln(1 Nt) obtenemos la ecuación:

Nt
1 Nt =
1  
1  
y despejando la oferta de trabajo:
Nt = N =
1  
(1  )  + 1  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ble en sus tres argumentos, lo que da lugar a que la relación marginal de la
relación consumo/ocio no dependa de los saldos reales. El dinero es neutral
en el estado estacionario y a lo largo de la senda de transición hacia el mismo.
Por último, podemos determinar el nivel de precios y la ecuación de de-
manda agregada del modelo. A partir de la condición de primer orden para
la economía doméstica, (4.19).
a
Mt+1
  t
Pt
+ Et
t+1
Pt+1
Mt+2
Mt+1
= 0
que expresada como
Mt+1
CtPt
= a+ Et
Mt+2
Ct+1Pt+1
genera una ecuación en diferencias lineal para la variable mt =
Mt+1
CtPt
y cuya
solución para la misma viene dada por:
Mt+1
CtPt
= a
1X
i=0
i + TEt
Mt+T
Ct+TPt+T
Vericándose la condición de transversalidad
l{m
T!1
TEt
Mt+T
Ct+TPt+T
= 0
Y por tanto
Mt+1
CtPt
=
a
1  
que no es sino la ecuación de demanda agregada clásica o ecuación de de-
manda de dinero ya que:
Mt+1
Pt
=
a
1  Ct =
a(1  )
1   Yt
Con los anteriores resultados podemos obtener las ecuaciones dinámicas de
las variables.
El stock de capital viene dado por:
lnKt+1 = ln +  lnKt + (1  ) lnN + (1  ) lnZt
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De nuevo, denotando en minúscula el logaritmo de la variable en mayúscula.
kt+1 =
1
1  L [ln + (1  )n+ (1  )zt]
La ecuación dinámica para la producción, viene dada por:
yt+1 = (1  )zt+1 +  1
1  L [ln + (1  )n+ (1  )zt] + (1  )n
yt+1(1  L) = (1  )zt+1 +  ln + (1  )n
y el nivel de precios:
pt = mt+1   ln a(1  )
1     (1  L)
 1(1  )zt    ln
1     n
Por último, la ecuación para el salario nominal:
wt = ln(1  )  n  ln a(1  )
1   +mt+1
De nuevo, el salario real es demasiado procíclico en el modelo. En concreto, el
coeciente de correlación entre producción y salario real es igual a la unidad,
muy alto en relación a la correlación observada empíricamente, mientras que
el nivel de precios es contracíclico ante las perturbaciones tecnológicas.
El nivel de precios se ve afectado tanto por los shocks de demanda nomi-
nales como por los shocks reales. La solución para el nivel de precios implica
que la correlación entre éste y el output es negativa y depende de la variabil-
idad de este último. El hecho de que los precios en el modelo sean siempre
contracíclicos es uno de los puntos débiles del modelo, aunque el dogmade
que los precios sean procíclicos es una cuestión sujeta a debate43
En este sentido, Kydland y Prescott (1994, pags 332-333) arman lo
siguiente:
The fact is, however, that whether measured by the implicit
GNP deator or by the consumer price index, the US price level
clearly has been countercyclical in the post-Korean War period
43Véase por ejemplo Cooley y Ohanian (1991) y Smith (1992).
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El modelo desarrollado presenta las mismas conclusiones que el modelo
estándar clásico. El dinero es neutral a corto y largo plazo mientras que sólo
los shocks a la función de producción producen efectos reales.
Aunque los resultados anteriores dependen del proceso especíco de creación
de dinero tanto como de la función de utilidad utilizada, la introducción de
dinero en el modelo básico no necesariamente da un papel predominante a
la política monetaria, esto es, bajo el modelo walrasiano la dinámica de las
variables es exactamente igual a las del modelo puramente real.
Rigidez de salarios (Wage contracts).
Asumamos ahora que el nivel de salarios en vez de estar determinado por
un mecanismo de ajuste walrasiano, está predeterminado y al comienzo de
cada periodo y a dicho nivel jado, las economías domésticas ofrecen todo
el trabajo demandado por las empresas. Por tanto, el salario real nominal
vendrá dado por:
wt = Et 1mt + ln(1  )  ln v   nt ((4.20))
Aunque la economía doméstica maximiza su función de utilidad, la can-
tidad ofrecida de trabajo no es una variable de decisión sino que viene deter-
minada por la demanda que realizan las empresas, dado el salario nominal.
Las ecuaciones anteriores siguen siendo válidas excepto la que determina la
oferta de horas trabajadas por parte de las economías domésticas.
Por tanto, las ecuaciones del modelo vienen dadas por:
yt = (1  )zt + kt + (1  )nt ((4.21))
kt+1 = ln + yt
wt   pt = ln(1  ) + zt + kt   nt ((4.22))
mt = log v + pt + yt
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Combinando la ecuación del salario nominal (4.20) junto a (4.21) y (4.22):
Et 1mt + ln(1  )  ln v   lnn  pt = ln(1  )  yt   nt
Sustituyendo la expresión para la teoría cuantitativa, obtenemos la relación
para el empleo.
nt = n+ (mt   Et 1mt)
De esta forma, el nivel de producción queda determinado por la perturbación
monetaria no anticipada.
yt = (1  )zt + kt + (1  )n+ (1  )(mt   Et 1mt)
Ahora, los shocks no esperados a la oferta monetaria tienen un impacto sobre
el nivel de empleo y producción. Eliminando de la anterior ecuación el stock
de capital y aplicando el operador de retardos, tendremos:
yt = yt 1 + (1  )zt + (1  )(mt   Et 1mt) +  ln
1   + n
Ahora, los shocks monetarios inesperados se propagan a través del mismo
mecanismo que el shock tecnológico, esto es, a través de la acumulación de
capital.
Además de las ecuaciones para el output y el empleo, podemos calcular
las ecuaciones para el salario real y el nivel de precios fácilmente.
wt   pt = ln(1  ) + yt   lnn  (mt   Et 1mt)
pt = mt   log v   yt
Cálculo de correlaciones
Eliminando las constantes no importantes, y expresando cada variable en
función de los shocks únicamente, podemos calcular las correlaciones entre
las variables anteriores en respuesta tanto a las perturbaciones de oferta como
a las perturbaciones monetarias.
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Modiquemos de la siguiente manera las ecuaciones. Para la producción,
tendremos:
(1 L)yt = (1 )(mt Et 1mt)+[L(1  )  L(1  )] (mt Et 1mt)+(1 )zt
(1 L)yt = (1 )(1 L)(mt Et 1mt)+(1 )L(mt Et 1mt)+(1 )zt
yt = (1  )(mt   Et 1mt) + (1  )(mt 1   Et 1mt 1)
1  L +
(1  )zt
1  L
De igual manera con el salario real y el nivel de precios.
wt   pt = (mt   Et 1mt) + (1  )(mt 1   Et 1mt 1)
1  L +
zt
1  L
pt = Et 1mt + (mt   Et 1mt)  (1  )(mt 1   Et 1mt 1)
1  L  
zt
1  L
Todos los shocks de oferta inducen a una correlación positiva entre salario
real y output y una negativa entre precios y output, mientras que los shocks
monetarios contemporáneos inducen a una correlación negativa entre salario
real y output y una correlación positiva entre nivel de precios y output.
Las soluciones de las anteriores ecuaciones pueden además expresarse
como:
yt = (1  )
1X
i=0
i(mt i   Et 1mt i) +
1X
i=0
izt i
wt pt = (1 )
1X
i=0
i(mt 1 i Et 1mt 1 i)+(mt Et 1mt)+
1X
i=0
izt i
pt =
1X
i=0
izt i   (1  )
1X
i=0
i(mt i   Et 1mt i) +mt
Si por ejemplo, asumimos que los procesos para el logaritmo de la oferta
monetaria y para el shock a la tecnología siguen unos procesos de tendencia
estacionaria dados por:
zt = zt+ "z;t V ar("z;t) = 
2
z
mt = mt+ "M;t V ar("m;t) = 
2
m
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donde "z;ty "m;t son variables aleatorias de media cero y varianza nita e
incorreladas en el tiempo podemos fácilmente calcular las correlaciones entre
las variables, a partir de las ecuaciones anteriores y sabiendo que:
mt i   Et 1mt i = "m;t
V ar(mt i   Et 1mt i) = 2m
V ar(zt) = 
2
z
De esta forma tendremos (véase apéndice 4.1).
V ar(yt) =
(1  )2
1  2

2m + 
2
z

V ar(wt) = V ar(Pt) =
(1  )2
1  2

2(1  )mM + 2z

Cov(wt; yt) =
(1  )2
1  2
 (1  )22m + 2z
Cov(pt; yt) =
(1  )2
1  2

(1  )22m   2z

En suma:
Corr(wt; yt) =
 (1  )22m + 2z
[(1  )22M + 2z]
1
2 [2(1  )2M + 2z]
1
2
Corr(pt; yt) =
(1  )22M   2z
[(1  )22M + 2z]
1
2 [2(1  )2m + 2z]
1
2
Si sólo tuviésemos shocks de oferta, la correlación entre salario real y
output seguiría siendo la unidad. Sin embargo, esta correlación disminuye
conforme tenemos en cuenta shocks monetarios, llegando a hacer incluso
negativa dicha correlación. Por tanto, la baja correlación entre salario real
y output puede explicarse mejor si combinamos perturbaciones tecnológicas
con shocks monetarios y rigidez salarial.
En cuanto a la correlación entre nivel de precios y producción, ésta será
negativa e igual a  1 si sólo tenemos shocks de oferta. En cuanto incluimos
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shocks monetarios la correlación negativa desaparece y tenemos un compor-
tamiento procíclico del nivel de precios. Por tanto, la inclusión de shocks de
demanda en un modelo con rigidez salarial pero formulado con el espíritu
y la metodología de los modelos de Ciclo Real permite obtener predicciones
más cercanas a los hechos estilizados que un modelo que sólo presente shocks
a la tecnología.
4.3. Salarios rígidos y persistencia.
Consideremos una economía similar a la del epígrafe 1 pero con un mer-
cado de trabajo no competitivo, donde los salarios son rígidos y el esquema
de su revisión es el diseñado por Calvo (1983). Según este esquema de pre-
cios rígidos, las empresas no tienen exibilidad para cambiar sus precios, sino
que en cada periodo, el porcentaje de empresas que están dispuestas a cam-
biarlo viene dado por 1  , mientras que un porcentaje  no lo cambiarán.
Por tanto, la probabilidad de que una empresa cambie su precio viene dada
precisamente por 1    siendo este ajuste independiente del tiempo que ha
transcurrido desde el último ajuste en el precio44.
El output total es un agregado de un contínuo de outputs indexados por
i 2 [0; 1] :
lnYt =
Z 1
0
lnYitdi
Cada índice Yit es a su vez un agregado de multitud de outputs indexados
por j.
Yit =
Z 1
0
Y ijtdj
 1

: 0 <  < 1
La estructura del modelo es tal que i representaría sectores de una economía
mientras que j representa empresas dentro de un mismo sector. Supondremos
que todas las empresas dentro de un sector negocian los salarios al mismo
tiempo, mientras que entre sectores las negociaciones no tienen porqué estar
44Matemáticamente, la probabilidad de cambiar el precio es una distribución de
Bernoulli, siendo la distribución de probabilidad del número de periodos entre cambios
sucesivos en el precio una distribución geométrica. El número de periodos medio entre
cambios en el precio para una empresa viene dado por 11  :
277
sincronizadas.
La función de producción de una empresa j del sector productivo i, viene
dada por:
Yijt = ZtN
1 
ijt
El consumidor representativo maximiza el valor esperado de su utilidad
descontada
u = E0
1X
t=0
t

lnCt + a ln
Mt+1
Pt
  bN
1+'
t
1 + '

sujeto a la restricción presupuestaria.
Ct +
Mt
Pt
=
Wt
Pt
Nt + t
Mt 1
Pt
De las condiciones de primer orden en el caso de exibilidad de salarios
obtenemos para el nivel de empleo y el salario nominal las siguientes expre-
siones:
N =

1  
b
 1
1+'
: Wt =
(1  )(1  )
b

1  
b
 1
1+'
Mt
En condiciones de contratos salariales negociados, asumiremos que los
mercados de bienes son competitivos mientras que al salario negociado el
nivel de empleo lo determina la demanda de trabajo. Dicha demanda se
deriva de la demanda de bienes.
Dado un volumen de producción nal, las empresas de cada sector max-
imizan sus benecios de tal manera que el problema y la solución vienen
dados por:
Max PtYt  
Z 1
0
PitYitdi s:a: lnYt =
Z 1
0
lnYitdi
Yit =
PtYt
Pit
: lnPt =
Z 1
0
lnPitdi
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Igualmente, cada empresa j en cada sector, dado Yit, maximiza:
Max PitYit  
Z 1
0
PijtYijtdi s:a:Yit =
Z 1
0
Y ijtdj
 1

cuya solución es:
Yijt = Yit

Pijt
Pit
  1
1 
: Pit =
Z 1
0
P
  1 

ijt dj
 (1 )

La demanda de cada bien i, viene dada por:
Yijt =
PtYt
Pit

Pijt
Pit
  1
1 
((4.23))
La demanda de trabajo de cada empresa en competencia perfecta maxi-
miza los benecios con la restricción de la función de producción.
Max PijtYijt  WijtNijt
La solución viene dada por:
Pijt(1  )N ijt = Wijt ) WijtNijt = (1  )PijtYijt
Todas las empresas del mismo sector i pagan el mismo salario y tienen el
mismo nivel de contratración (equilibrio simétrico):
WitNit = (1  )PitYit = (1  )PtYt
Combinando esta condición de primer orden junto a la demanda del bien i,
(4.23) y la función de producción, la demanda de trabajo viene dada por:
Nijt =
"
(1  )(PtYt)
1  (PijZt)

Wijt
# 1
1 (1 )
((4.24))
Contratos salariales óptimos.
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Sea WCij (s; t) el contrato negociado en un momento s y que está vigente
en el periodo t. El contrato tiene una probabilidad  de ser renovado, y por
tanto, la probabilidad de estar vigente en un momento t es t s.
Las economías domésticas maximizan la función de utilidad esperada.
u = E0
1X
ts
t st s

lnCt + a ln
Mt+1
Pt
  bN
1+'
t
1 + '

sujeta a la restricción presupuestaria y la ecuación de demanda de trabajo,
(4.24).
Ct +
Mt
Pt
=
WCijt(s; t)
Pt
Nijt + t
Mt 1
Pt
Nijt =
"
(1  )(PtYt)
1  (PijtZt)

WCijt(s; t)
# 1
1 (1 )
=
 
 itW
C
ijt(s; t)
  1
1 (1 )
Sustituyendo la demanda de trabajo en la restricción presupuestaria y en la
función de utilidad, planteamos el lagrangiano.
L(Ct;WCijt(s; t); ijt) = E0
1X
ts
t st s
0@lnCt + a lnMt+1
Pt
  b
 
 itW
C
ijt(s; t)
  1+'
1 (1 )
1 + '
1A+
+t st sijt
 
 it
WCijt(s; t)
 
1 (1 )
Pt
  Ct
!
Las dos condiciones de primer orden pueden resumirse:
(1  )WCijt(s; t)
 1
1 (1 )
Es

 it
PtCt

= bWCijt(s; t)
1+'
1 (1 ) 1
Es
h
 
1+'
it
i
A partir de la condición de maximización de benecios para cada empresa
del sector y con la función de producción, determinamos  it:
Pit =
PtYt
Yit
=
PtYt
ZtN
1 
it
=
PtYt
Zt
h
(1  )PtYt
Wit
i1  ) Pit = (PtYt)Zt

WCit
1  
1 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 it = (1  )PtYt
 
WCit
 (1 )
1 (1 )
Asumiendo que el salario negociado en todas las empresas de un sector debe
ser el mismo, WCijt(s; t) =W
C
it (s; t):
Por tanto, la condición de primer orden viene dada por:
(1  )2WCit (s; t)
1+'
= b(1  )1+'Es

(PtYt)
1+'
Con la ecuación de demanda de dinero clásica, PtYt = (
1 
a
)Mt, rela-
cionamos el salario negociado con la oferta monetaria.
(1  )2WCt (s; t)
1+'
= b

(1  )(1  )
a
1+'
Es

M1+'t

((4.25))
Y el nivel de precios en cualquier sector cuando el salario negociado es
WCt (s; t) vendrá dado por:
Pst =
1
Zt

(1  )
a
Mt

WCst
1  
1 
((4.26))
Dinámica de las variables.
Como la proporción de contratos vigentes, negociados en periodos antes
del momento t es (1   )t s; tendremos que el nivel de precios viene dado
por:
pt = lnPt =
Z 1
0
lnPitdi = (1  )
tX
s= 1
t s lnPst
sustituyendo (4.25) y (4.26) y en logaritmos.
pt = ln

1  
a

+
1  
1 + '
ln

b
(1  )2 

+mt zt+(1 )(1 )
tX
s= 1
t s lnWCst
expresamos el nivel de precios en función de la oferta monetaria esperada
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cuando el salario se negoció k periodos anteriores a t.
pt = A+ mt   zt + (1  )(1  )
tX
k=0
i ln

Et kM
1+'
t
 1
1+'
Dado el siguiente proceso para la tasa de crecimiento monetario.
mt  mt 1 = "
m
t
1  L : "
m
t  N(0; 2")
obtenemos las expresiones para el nivel de precios y para el nivel de produc-
ción.
La ecuación para el nivel de precios viene dada por (véase apéndice 4.2):
pt = A+mt   (1  )
(1  L)(1  L)"
m
t +
(1  )(1 + )(1 + ')
2(1  )(1  2)(1  )
2
"
mientras que la correspondiente al nivel de producción viene dada por:
yt = ln

1  
a

+mt   pt
yt = zt + (1  )n+ (1  )
(1  L)(1  L)"
m
t +B
B =
1  
1 + '
ln ((1  ))  (1  )(1 + )(1 + ')
2(1  )(1  2)(1  )
2
"
La expresión en B depende del grado de poder de mercado, ;si éste es
alto, el empleo y la producción serán inferiores en relación a un mercado
competitivo.
Funciones impulso-respuesta.
Los parámetros que guían la dinámica del output y del nivel de precios
son la persistencia de la perturbación monetaria y la probabilidad de que un
contrato sea cambiado en un momento del tiempo, :
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La expresión para el output puede escribirse como:
yt =
(1  )
1  

1
1  L  

1  L

"mt
Los multiplicadores dinámicos vienen dados por:
@yt+k
@"mt
=
(1  )
1   
k

1  k+1 : l{m
k!1
@yt+k
@"mt
= 0
A corto plazo, el efecto de la perturbación monetaria eleva la producción,
pero a largo plazo, ésta vuelve hacia su nivel de equilibrio. La senda dinámica
presenta un máximo si  > 1
1+
; esto es, existe un momento k, donde el efecto
de la política monetaria sobre la producción es mayor que el impacto inicial.
Un hecho estilizado que el modelo de Ciclo Real es incapaz de reproducir
es la positiva autocorrelación de las variaciones en la producción (Cogley y
Nason, 1995). Veamos cuál es la autocorrelación a un retardo del crecimiento
de la producción en este modelo.
Corr(yt;yt 1) =
 + + 2  1
2
> 0
Mientras mayor sea la persistencia del shock monetario y más tiempo tar-
den los salarios en ajustarse, mayor será la autocorrelación en la tasa de
crecimiento de la producción.
Collard y Ertz (2000) y Chari, Kehoe y McGrattan (2000) estudian mod-
elos similares a éste. En el primero, los resultados son similares a los presen-
tados y donde una duración media de un año o dos en los contratos conduce a
un fuerte mecanismo de propagación de la política monetaria. Los segundos
consideran una duración media de los contratos inferior y por tanto la per-
sistencia del crecimiento de la producción ante una perturbación monetaria
es obviamente inferior.
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4.4. Dinero en la función de utilidad.
Walsh (2010) explica un modelo walrasiano más general que el presentado
en el epígrafe 4.2. Ahora la tasa de depreciación es positiva e inferior a la
unidad y la función de utilidad no es separable en saldos reales y consumo.
Por otra parte, interrelaciona la perturbación monetaria con el shock de
productividad.
Cada individuo maximiza la siguiente función de utilidad general.
Et
1X
t=0
tu

Ct;
Mt
Pt
; Nt

sujeto a la restricción presupuestaria, la dinámica del stock de capital y la
función de producción.
Yt + (1 + it 1)
Bt 1
Pt
+
Mt 1
Pt
+ Tt = Ct + It +
Bt
Pt
+
Mt
Pt
It = Kt+1   (1  )Kt
Yt = F (Zt; Kt; Nt)
Sustituyendo la inversión bruta y la función de producción en la restricción
presupuestaria:
F (Zt; Kt; Nt)+(1+ it 1)
Bt 1
Pt
+(1 )Kt+Mt 1
Pt
+Tt = Ct+Kt+1+
Bt
Pt
+
Mt
Pt
El lagrangiano del problema es:
L(Ct; Nt; Mt
Pt
; Kt+1; Bt; t) =
1X
t=0
tu

Ct;
Mt
Pt
; Nt

+
+tt

F (Zt; Kt; Nt) + (1 + it)
Bt
Pt
+ (1  )Kt + Mt 1
Pt
+ Tt   Ct  Kt+1   Bt+1
Pt
  Mt
Pt

284
Las condiciones de primer orden vienen dadas por:
@L
@Ct
=
@u
@Ct
  t = 0) uC = t
@L
@Nt
=   @u
@Nt
  tFN = 0)  uN = tFN
@L
@Kt+1
=  t + Ett+1(FK(t+1) + 1  ) = 0 ((4.27))
@L
@Mt
= uM
1
Pt
  t
Pt
+ Et
t+1
Pt+1
= 0 :

m =
M
P

((4.28))
@L
@Bt
=  t
Pt
+ Ett+1(1 + it+1)
1
Pt+1
= 0 ((4.29))
Podemos interpretar detalladamente las condiciones de óptimo.
En primer lugar, el óptimo para la cantidad demandada por los indi-
viduos, ecuación (4.28) viene explicada de la siguiente manera. La utilidad
marginal de mantener dinero tiene dos componentes, el primero es que el
dinero da utilidad de forma directa (uM) y el segundo es que añade recursos
reales al siguiente periodo.
uM + Et
t+1Pt
Pt+1
= t
A partir de (4.27) obtenemos la relación marginal de sustitución entre
dos periodos, o ecuación de Euler para el consumo:
Sustituyendo el multiplicador de Lagrange por la utilidad marginal del
consumo:
uC(Ct;
Mt
Pt
; Nt) = Et

(t+1 + 1  )uC(Ct+1;
Mt+1
Pt+1
; Nt+1)

: (t+1 = FK(t+1))
expresión que puede escribirse como:
uC(Ct;
Mt
Pt
; Nt) = Et(1 + it)
Pt
Pt+1
uC(Ct+1;
Mt+1
Pt+1
; Nt+1)
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y de la que se obtiene la conocida ecuación de Fisher.
(t+1 + 1  ) = (1 + rt) = (1 + it)Et
Pt
Pt+1
) it  rt + Ett+1
A partir de las dos condiciones estáticas, obtenemos la relación marginal
de sustitución entre consumo y horas trabajadas.
 uC(Ct;
Mt
Pt
; Nt)
uN(Ct;
Mt
Pt
; Nt)
=
@Yt
@Nt
((4.30))
Y nalmente a partir de (4.28), la relación marginal de sustitución entre
saldos reales y consumo:
uM
uC
= 1  Ett+1Pt
tPt+1
= 1  1
1 + it
=
it
1 + it
Esta condición tiene la siguiente interpretación: la relación marginal de
sustitución entre tenencias de dinero y bienes de consumo es igual al precio
relativo de ambos bienes y este precio relativo es el coste de oportunidad
de mantener dinero, it
1+it
. Dicho de otra manera, si la economía doméstica
decide tener una unidad de dinero menos en t, puede comprar un bono que
le da un tipo nominal, it, el valor real de este rendimiento es i=1 +  y como
se recibe al siguiente periodo, su valor presente es i= (1 + ) (1+ r) = i=1+ i:
Formas funcionales especícas.
Consideremos ahora una forma función muy utilizada en el análisis económico
como es la función CES con aversión relativa al riesgo constante.
u(Ct;mt; Nt) =
(aC1 bt + (1  a)m1 bt )
1 
1 b
1   +B
(1 Nt)1 
1  
donde mt = MtPt son los saldos reales y los parámetros tienen los signos sigu-
ienes.
0 < a < 1; b; ; B;  > 0 y b; ;  6= 1
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La función de producción es la típica Cobb-Douglas.
Yt = exp fZtgKt N1 t
Deniremos comoRt, el rendimiento bruto del capital, Rt = 1+rt = FK(t+1)+
1  .
Rt = Et
@Yt+1
@Kt+1
+ 1  
Dada la expresión, relativamente compleja, para la función de utilidad deno-
taremos como
C(Ct;mt) = aC
1 b
t + (1  a)m1 bt
dondeC(Ct;mt) es un bien compuesto del consumo de bienes y de la tenencia
de saldos reales.
Las utilidades marginales de la función de utilidad vienen dadas por:
uC = C
1 
1 b 1aC bt : uM = C
1 
1 b 1(1  a)m bt : u` =  (1 Nt) 
Las condiciones de primer orden, la restricción de recursos a nivel agre-
gado, la función de producción agregada, la ecuación dinámica de los sal-
dos reales y suponiendo que el banco central inyecta liquidez a una tasa ;
nos permiten calcular los valores óptimos para las variables. Eliminando el
multiplicador de Lagrange de dichas condiciones, éstas vienen dadas por las
expresiones:
B(1 Nt) 
aC
b 
1 b 1C bt
= (1  ) Yt
Nt
C
b 
1 b 1aC bt = Et
h
RtC
b 
1 b 1aC bt+1
i

1  a
a

mt
Ct
 b
=
it
1 + it
Rt = Et

@Yt+1
@Kt+1

+ 1  
Yt = exp fZtgKt N1 t
Yt = Ct +Kt+1   (1  )Kt
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Mt
Mt 1
= 1 + t ) 1 + t =
Mt
Mt 1
Pt 1
Pt 1
Pt
Pt
mt =
1 + t
1 + t
mt 1
Finalmente, debemos especicar dos procesos estocásticos para la produc-
tividad y el crecimiento monetario.
z^t = z z^t 1 + "
z
t
^t = m^t 1 +  z^t 1 + "
m
t
donde la tasa de crecimiento monetario está correlacionada con el shock de
producitividad y ^t = t   , representa la desviación de la tasa de crec-
imiento monetario respecto a su valor de estado estacionario.
El estado estacionario.
En el estado estacionario las variables alcanzan su nivel de equilibrio o en
una economía estacionaria sus valores son constantes.
uCFN =  uN
uC = um + 

uC
1 + 

1 =  [Fk + 1  ]) 1 = R
El estado estacionario para la tasa de inación viene dado por mt = mt 1,
esto es, saldos reales constante y por tanto,  = .
Aplicando este resultado a la segunda condición tendremos
um
uC
= 1  
1 + 
=
R(1 + )  1
R(1 + )
=
(1 + r)(1 + )  1
(1 + r)(1 + )
=
i
1 + i
> 0
Por último, la restricción de recursos en estado estacionario será:
Y = C + K
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R  1 +  = Y
K
A partir de las anteriores podemos obtener los estados estacionarios de los
ratios siguientes:
Y
K
;
N
K
;
C
K
;
M
K
Y
K
=
1


1

  1 + 

N
K
=

Y
K
 1
1 
=

1


1

  1 + 
 1
1 
C
K
=
Y
K
   = 1


1

  1 + 

   = 1


1  


+

1  



m
C
=

a
1  a
  1
b

i
1 + i
  1
b
=

a
1  a
  1
b

1 +   
1 + 
  1
b
m
K
=
m
C
C
K
Todos los ratios anteriores son independientes de la tasa de inación excepto
m
C
:
Por último, el cálculo del estado estacionario para la oferta de trabajo
es algo más laborioso. A partir de la relación marginal de sustitución entre
consumo y oferta de trabajo, (4.30).
B(1 N)  = (1  )Y
N
C
b 
1 b 1aC b
El estado estacionario para C tiene la expresión:
C = ac1 b
"
1 +

a
1  a
  1
b

1 +    
1 + 
 b 1
b
#
B(1 N)  = (1  )

Y
K
  
1 
a
1 
1 bC C
b 
1 b
y a partir de
C  =

C
K
 
K
N
 
N 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N
(1 N) = A
"
1 +

a
1  a
  1
b

1 +   
1 + 
 b 1
b
# b 
1 b
((4.31))
donde
A = a
1 
1 b

1  
B

Y
K
  
1 

C
K
 
K
N
 
que es función de los estados estacionarios ya calculados Y
K
; K
N
; C
K
:
Es signicativo observar que en la ecuación (4.31), el nivel de empleo de
estado estacionario sí depende de la tasa de crecimiento monetario o de la tasa
de inación de estado estacionario. Si aplicamos logaritmos y diferenciamos
la expresión, obtenemos:
 lnN    ln(1 N) = lnA+ b  
1  b ln
"
1 +

a
1  a
  1
b

1 +   
1 + 
 b 1
b
#


N
+ 
1
1 N

dN =
b  
1  b
"
1 +

a
1  a
  1
b

1 +   
1 + 
 b 1
b
# 1
b  1
b

(1 + )2
d


N
+ 
1
1 N

dN =  b  
b
"
1 +

a
1  a
  1
b

1 +   
1 + 
 b 1
b
# 1

(1 + )2
d
dN
d
< 0, b   > 0
El efecto de una tasa de crecimiento monetario más alto, que implica una
inación de estado estacionario más alta depende del signo de b   . Si
éste es positivo, un crecimiento monetario más alto da lugar a que la parte
derecha de la ecuación sea decreciente lo que conduce a una caída en el
empleo de estado estacionario. El signo positivo de la diferencia entre estos
dos parámetros implica que los argumentos de la función de utilidad sean
complementarios en el sentido de Edgeworth ya que la utilidad marginal
cruzada entre consumo y saldos reales es positiva.
uCm = a(1 a)C b

1  
1  b   1

(1 b)  aC1 bt + (1  a)m1 bt+1 1 1 b > 0, b > 
Una tasa de inación más alta reduce los saldos reales y disminuye la
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utilidad marginal del consumo lo que conduce a que las economías domésticas
sustituyan tiempo de trabajo por tiempo de ocio.
Obviamente los efectos son opuestos si consumo y saldos reales son susti-
tutivos en el sentido de Edgeworth.
Solución.
Para encontrar la solución del sistema no lineal anterior procedemos al
método estándar de log-linealizar las condiciones de primer orden junto a la
función de producción y la restricción de recursos.
Nuestras ecuaciones de partida son:
B(1 Nt) 
aC
b 
1 b 1C bt
= (1  ) Yt
Nt
((4.32))
C
b 
1 b 1aC bt = Et
h
RtC
b 
1 b 1aC bt+1
i
((4.33))
1  a
a

mt
Ct
 b
=
it
1 + it
((4.34))
Rt = Et

@Yt+1
@Kt+1

+ 1   ((4.35))
Yt = exp fZtgKt N1 t ((4.36))
Yt = Ct +Kt+1   (1  )Kt ((4.37))
mt+1 =
1 + t
1 + t
mt ((4.38))
El sistema tiene 7 variables endógenas fYt; Kt+1; Nt;mt+1; t; Rt; Ctg ; dos
variables predeterminadas fmt; Ktg y dos variables puramente exógenas fut; ztg ;
que presentan el comportamiento dinámico preestablecido con anterioridad.
Las ecuaciones log-linealizadas correspondientes a las condiciones de primer
orden son: 
1 + 

N
1 N

N^t = Y^t + ^t
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a (4.32) y donde hemos denido
t = C
b 
1 b 1aC bt
^t =   [+ (1  )b] C^t + (b  )(1  )m^t
 =
aC1 b
aC1 b + (1  a)m1 b =
1
1 + 1 a
a
 
m
C
1 b
a (4.33).
^t = Et

R^t + ^t+1

a (4.34).
m^t = C^t   1
b
{^t = C^t   1
b

R^t + Ett+1

a (4.35).
R^t = 
Y
K
Et(Y^t+1   K^t+1)
a (4.36).
Y^t = K^t + (1  )N^t + z^t
a (4.37)
Y^t =
K
Y
K^t+1   K
Y
(1  )K^t   C
Y
C^t
a (4.38)
m^t = m^t 1   ^t + ^t
Si b =  = 1, la función CES se convierte en una función separable y log-
lineal y las sendas de transición son independientes de la oferta monetaria ya
que la relación marginal de sustitución entre consumo y ocio es independiente
de los saldos reales (Fischer, 1979) y sólo los saldos reales dependen de la
tasa de inación.
u(Ct;mt; Nt) = a lnCt + (1  a) lnmt +B (1 Nt)
1 
1  
l{m
b!1
aC1 bt + (1  a)m1 bt = a lnCt + (1  a) lnmt
Si b =  6= 1, la función de preferencias se convierte en una función aditiva
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y separable:
u(ct;mt+1; `t) =
aC1 bt + (1  a)m1 bt
1   +B
`1 t
1  
y ni la utilidad marginal del consumo ni la utilidad marginal del ocio de-
penden del nivel de saldos reales, con lo que las variables reales, empleo,
output y consumo no dependen en el estado y estacionario de la tasa de crec-
imiento monetario. El modelo exhibe superneutralidad, tanto en el estado
estacionario como en su senda dinámica de ajuste hacia el mismo.
Este tipo de función de utilidad da lugar a una ecuación de demanda de
dinero frecuentemente utilizada en la literatura empírica. La demanda de
dinero viene dada a partir de la condición de primer orden:
1  a
a

mt
Ct
 b
=
it
1 + it
ln
Mt
Pt
=
1
b
ln

1  a
a

+ lnCt   1
b
ln
it
1 + it
La elasticidad de la demanda de dinero con respecto al tipo de interés nominal
viene dada por:
mi =  
d lnmt
dit
it
=
1
b
1
1 + i
siendo aproximadamente la elasticidad de la demanda de dinero con respecto
al coste de oportunidad del mismo, 1
1+i
, 1
b
: A menudo y por simplicidad
y cuando los tipos de interés no son demasiado altos, se suele asumir que
1
1+i
' 1 y 1
b
sería la elasticidad de la demanda de dinero al tipo de interés.
Por otra parte, nótese que cuando b ! 1; la elasticidad de la demanda
de dinero al tipo de interés nominal es prácticamente cero y básicamente
la condición de primer orden se convierte en lo que denominaremos una
restricción cash-in-advance en el próximo epígrafe.
En este caso, la expresión para la variable ^t que depende en general del
consumo y de los saldos reales, sólo dependería del primero, con lo que el sis-
tema quedaría dividido en una parte real y otra monetaria, esto es, podremos
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resolverlo por una parte para las variables reales

K^t+1; Y^t; N^t; C^t; R^t+1

, con
independencia del proceso que siga la oferta monetaria y por tanto de la tasa
de inación.
^t =   [+ (1  )b] C^t + (b  )(1  )m^t =  bC^t () b =  6= 1
En este caso, tendríamos de nuevo los resultados clásicos, y el sistema
exhibiría superneutralidad, esto es, las variables reales son independientes
a lo largo de su senda de ajuste y en el estado estacionario de la tasa de
crecimiento monetario.
Las ecuaciones que nos denen el equilibrio para las variables reales serían
las típicas del modelo de Ciclo Económico Real.
1 + 

N
1 N

N^t = Y^t   bC^t
 bC^t = Et

R^t   bC^t+1

Y^t =
K
Y
K^t+1   K
Y
(1  )K^t   C
Y
C^t
R^t = 
Y
K
Et(Y^t+1   K^t+1)
Y^t = K^t + (1  )N^t + z^t
Mientras que el sistema que nos permitiría caracterizar la inación y los
saldos reales en función de la tasa de crecimiento monetario.
m^t = C^t   1
b
{^t = C^t   1
b

R^t + Ett+1

m^t = m^t 1   ^t + ^t
La primera de éstas puede escribirse como:
b

M^t   P^t

= bC^t   R^t   EtP^t+1 + P^t
P^t =
1
1 + b
EtP^t+1 +
b
1 + b
M^t + xt
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Esta no es sino la ecuación dinámica para el nivel de precios que permite
resolver la senda de equilibrio para el nivel de precios y es exactamente la
misma que utilizó P. Cagan (1956) en su conocido estudio sobre las hiperin-
aciones. Dado que C^t y R^t vienen determinadas en la parte real del sistema,
el nivel de precios queda resuelto en función de la senda futura para la oferta
monetaria.
Resolviendo hacia delante, obtenemos:
P^t =
b
1 + b
1X
i=0

1
1 + b
i
EtM^t+i
Cuando b 6= , el dinero importa en el sentido de que sólo cambios an-
ticipados en la tasa de crecimiento monetario afectan a las variables reales
a largo plazo. Si el shock monetario es puramente transitorio, ^t = "
m
t ;
esto es, un cambio no anticipado en la tasa de crecimiento monetario que no
tiene efectos sobre los valores futuros anticipados de la tasa de crecimiento
monetario, ya que m =  = 0.
Et^t+1 = 0
En este caso, la tasa de inación a largo plazo ni la expectativa sobre la misma
se ve alterada. Sólo provoca un aumento en el nivel de precios permanente
que es proporcional al incremento no esperado en la tasa de crecimiento
monetario, dejando inalterados los saldos reales.
Este resultado contrasta con el modelo de Lucas del capítulo 1, en el
sentido de que como tuvimos ocasión de ver, sólo los cambios no anticipados
podían tener efecto sobre el nivel de producción.
Sin embargo, si la perturbación monetaria presenta persistencia (m > 0)
el crecimiento monetario elevará las expectativas de inación futura. Dados
unos niveles de consumo y de tipo de interés real, el aumento de las expectati-
vas de inación provoca una caida en los saldos reales, esto es, M^t+1  P^t < 0,
como podemos apreciar en
m^t = C^t   1
b
{^t = C^t   1
b

R^t + Ett+1

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La caída en los saldos reales, afecta a las variables reales a través de la
ecuación de Euler y al nivel de empleo de equilibrio, y por tanto se propaga
al resto de las variables reales.
^t =   [+ (1  )b] C^t + (b  )(1  )m^t
^t = Et(R^t+1 + ^t+1)
1 + 
N
1 N

N^t = Y^t + ^t
Calibración.
En el modelo tenemos 13 parámetros que caracterizan el comportamiento
del mismo alrededor del estado estacionario. Algunos de ellos son comunes
a los modelos estándar de Ciclo Real mientras que otros son estimados. En
Cooley y Prescott (1995) se incluyen algunos valores calibrados para periodos
trimestrales. Para la tasa de crecimiento monetario, Walsh supone que crece
al 5 % anual o lo que es lo mismo, al 1.0125 trimestral. Cooley y Hansen
(1989) estiman un valor de 0.0089 para la desviación estándar de la innovación
del crecimiento monetario para EEUU.
El resto de los parámetros son los que caracterizan la función de utilidad.
El valor de  es jado en 1, mientras que B es elegido de tal forma que en el
estado estacionario N = 1=3: Para este valor, la elasticidad de la oferta de
trabajo  1 N
N
es igual a 2:
Para a y b los valores elegidos son consistentes con los estimados por
Chari, Kehoe y McGrattan (2000). El parámetro a tiene un valor de 0:95 y
b es igual a 2:56: La inversa de la elasticidad intertemporal de sustitución,
, es jada en 2; de tal forma que b    > 0 y el resultado que nos dará el
modelo será una caida en el empleo y en el output cuando se acelere la tasa
de crecimiento monetario esperado.
Walsh (2010) calibra el modelo con los siguientes valores de los parámet-
ros.
     a b 1 +   " u
1=3 0:989 0:02 2 1 0:95 2:56 1:0125 0:95 0:007 0:0089
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Dados estos parámetros, los valores de estado estacionario para los grandes
ratiosdel modelo son:
R Y
K
C
K
m
K
N
K
1:011 0:084 0:065 0:089 0:021
Los resultados que genera el modelo ante un shock consistente en un au-
mento en la tasa de crecimiento monetario son una caida en el empleo y el
nivel de producción, caída que depende del grado de persistencia de la per-
turbación monetaria. Las variaciones en las variables reales ante el aumento
ante la perturbación monetaria son de poca relevancia cuantitativa. La única
variable que resulta afectada de manera cuantitativamente importante es el
tipo de interés nominal dado que el aumento en la tasa de inación provoca
un aumento del mismo. Este resultado supone que el modelo es incapaz de
generar efecto liquidez.
El mecanismo de transmisión de los shocks monetarios es débil debido a
que sus variaciones afectan a los saldos reales y dado que éstos están incluidos
en la función de utilidad, terminan en alguna medida inuyendo en la relación
marginal de sustitución entre consumo y ocio. El aumento en la tasa de
inación cuando la tasa de crecimiento monetario está correlacionada, (m 6=
0) y b    > 0 reduce los saldos reales, reduciendo la utilidad marginal del
consumo, dando lugar a una demanda mayor de ocio y a una reducción en
las horas trabajadas.
Por otra parte, el haber supuesto que la tasa de crecimiento monetario
está correlacionada con la perturbación tecnológica nos permite comprobar
cómo afecta ésta a la primera, lo cual depende del signo del parámetro  que
nos da la correlación entre las dos variables exógenas.
En el caso de que   0, la inación y la producción están negativamente
correlacionadas, ya que el shock de productividad eleva la producción y re-
duce el nivel de precios. El shock tecnológico provoca una reducción en la
tasa de crecimiento monetario esperada y por tanto en la inación, lo que
reduce los saldos reales, aumenta la utilidad marginal del consumo y provoca
un aumento en el nivel de empleo (b > ).
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Con  > 0, un shock tecnológico conduce a una inación esperada más
elevada y el empleo y la producción responden en menor medida que para
  0:
La simulación revela que las diferencias en todos los casos son de pe-
queña magnitud, y por tanto los cambios en la tasa de crecimiento mone-
tario afectan princpalmente al tipo de interés nominal y a la tasa de inación.
4.5. Modelos cash-in-advance, (CIA).
Cooley y Hansen (1989) introducen dinero en el modelo de Hansen con
trabajo indivisible. Los modelos cash in advance requieren que los agentes
tengan efectivo en cualquier periodo para la compra de bienes de consumo
con lo que la función principal del dinero es servir como medio para nanciar
transacciones. La forma concreta de introducir la restricción cash-in-advance
depende sobre qué bienes esté sujeta dicha restricción, esto es, puede incluir
a todos los bienes o sólo a un subconjunto de ellos45. Los supuestos acerca
de la secuencia en las transacciones también pueden ser importantes en este
tipo de modelos. En Lucas (1982) los individuos asignan su riqueza entre
dinero y otros activos al comienzo de cada periodo y después asignan el resto
a la compra de bienes; es como si el mercado de activos abriese antes que el
mercado de bienes. Si el coste de oportunidad de mantener dinero es alto, el
individuo asignará más dinero a la compra de activos y menos a la compra
de bienes. En Svensson (1985), por contra el mercado de bienes abre primero
y la demanda de bienes está restringida por el dinero procedente del periodo
anterior.
Estas aportaciones no contemplan ni la existencia de capital, ni la decisión
de oferta de trabajo. Cooley Hansen (1989) introducen estos aspectos además
de identicar a los bienes de consumo como bienes sujetos a la restricción
cash-in-advance, (cash-goods) mientras que los bienes de inversión y el ocio
se consideran bienes a crédito (credit goods).
En estos modelos, la inación constituye un impuesto sobre las compras
45Hairault J. y Portier, F (1995) plantean un modelo cash-in-advance en el que la re-
stricción no sólo afecta a los bienes de consumo sino también a los bienes de inversión.
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de bienes de consumo y por tanto, tasas de inación más altas, provocan un
cambio en la demanda desde bienes de consumo a bienes no restringuidos
por la restricción de liquidez.
El efecto de la inación será reducir las horas de trabajo y por tanto re-
ducir la producción, el consumo, la inversión y el estado estacionario para el
stock de capital.
4.5.1. Modelo I.
En este modelo comparamos los resultados que se obtienen de su resolu-
ción con los obtenidos en el modelo anterior del epígrafe 4.4.
Consideremos un modelo básico, donde la función de utilidad viene dada
por:
u(Ct;mt; Nt) =
C1 t
1    B
(1 Nt)1 
1  
La restricción CIA sólo se aplica a bienes de consumo, esto es, el nivel de
consumo debe ser como máximo igual a las tenencias de saldos nominales.
PtCt =Mt 1
La restricción presupuestaria viene dada por:
Yt + (1  )Kt + (1 + it 1)Bt 1
Pt
+
Mt 1
Pt
+ Tt = Ct +Kt+1 +
Bt
Pt
+
Mt
Pt
Y la función de producción es:
Yt = exp fZtgKt N1 t
Planteando la ecuación de Bellman.
V (Kt;Mt 1; Zt) =Max fu(Ct; Nt) + V (Kt+1;Mt; Zt+1)g
donde las variables de decisión son fCt; Nt; Kt+1; Bt;Mtg y (1)t y (2)t los
multiplicadores asociados a las dos restricciones, obtenemos las condiciones
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de primer orden del problema.
C t = 
(1)
t + 
(2)
t
B(1 Nt)  = (1)t (1  )
Yt
Nt

(1)
t = EtRt
(1)
t+1

(1)
t = Et

Pt
Pt+1
(1 + it)


(1)
t+1

(1)
t = Et
Pt
Pt+1


(1)
t+1 + 
(2)
t+2

donde
Rt = Et
@Yt+1
@Kt+1
+ 1  
Junto a las restricciones cash-in-advance, la restricción de recursos, la función
de producción y la evolución de los saldos reales.
Ct =
Mt
Pt
Yt + (1  )Kt = Ct +Kt+1
mt =
1 + t
1 + t
mt 1
Yt = exp fZtgKt N1 t
El estado estacionario.
Los ratios en estado estacionario tienen las siguientes expresiones:
 =
1 + i
1 + 
: 
(1)
t =

1 + 
C  : C  = (1) + (2)
K
Y
=

R  (1  ) : R =
1

:
C
K
=
Y
K
   : K
N
=

K
Y
 1
1 
300
A partir de la restricción CIA.
C =
M   T
P
=
M
P
(1 N) N = 1  
B

1 + 

Y
K
 
1 

C
K
 
El efecto sobre el consumo de un aumento en la tasa de crecimiento mon-
etario y por tanto en la tasa de inación sobre el consumo puede observarse
en:

(1)
t = Et
Pt
Pt+1
u0(Ct+1)) (1)t = Et
u0(Ct+1)
1 + t+1
En estado estacionario, una elevacion de la tasa de inación debe ele-
var u0(C) o lo que es lo mismo, provocar una disminución en el consumo.
Aplicando logaritmos en el estado estacionario y diferenciando:
ln

(1)
t

= ln
u0(C)
1 + 
) d lnu0(C) = d : ln(1 + ) ' 
Es aquí donde podemos ver el efecto real que provoca un aumento en la tasa
de crecimiento.
La aproximación log-lineal de las condiciones de primer orden tiene las
siguientes expresiones. La restricción de recursos, la función de producción y
el tipo de interés real tienen las mismas expresiones que el modelo con dinero
en la función de utilidad. Deniendo mt =Mt=Pt t+1 =
Pt+1
Pt
y ^t = ^
(1)
t :
Y^t =
K
Y
K^t+1   K
Y
(1  )K^t   C
Y
C^t
R^t = 
Y
K
Et(Y^t+1   K^t+1)
Y^t = K^t + (1  )N^t + z^t
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^t =  Et(m^t+1 + ^t+1) ((4.39))
C^t = m^t
1 + 

N
1 N

N^t = Y^t + ^t ((4.40))
^t = R^t + Et^t+1
m^t = m^t 1   ^t + ^t ((4.41))
{^t = R^t + Et^t+1
En el modelo con dinero en la función de utilidad logarítmica obtuvimos
que el dinero era superneutral; en este modelo cash in advance, para  = 1
obtenemos una función logarítmica en el consumo, sin embargo, ahora el
dinámica de ajuste de las variables reales no es independiente de la tasa de
crecimiento monetario. Esto es, en el modelo con restricción de liquidez un
aumento de la tasa de crecimiento monetario provoca efectos reales cuando
en el modelo con dinero en función de utilidad no los provocaba.
A partir de (4.39), (4.40) y (4.41), que nos ligan los saldos reales, el nivel
de horas trabajadas y el consumo.
^t =  Et(m^t+1 + ^t+1) : ( = 1)
1 + 

N
1 N

N^t   Y^t =  Et(m^t+1 + ^t+1) =  Et(m^t + ^t+1)
Et^t+1 =  EtC^t + Y^t  

1 + 

N
1 N

N^t ((4.42))
El resultado en (4.42) implica que una variación en la tasa de crecimiento
monetario debe ajustar o bien el consumo, o bien el número de horas traba-
jadas o bien el nivel de producción y por tanto afecta a una o a todas estas
variables reales.
Los resultados de la calibración en este modelo, generan resultados cual-
itativos análogos al modelo con dinero en la función de utilidad aunque el
efecto cuantitativo es algo mayor. De nuevo, sólo el tipo de interés nominal
aumenta ante la tasa de crecimiento monetario mientras que el empleo y el
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nivel de producción caen a corto plazo.
La transmisión del shock monetario se realiza a partir de la restricción de
liquidez. Un aumento en la tasa de crecimiento monetario aumenta la tasa
de inación provocando una reducción en el consumo, debido a que aquélla
actúa como un impuesto sobre éste (impuesto inacionista), lo que induce a
una sustitución hacia el ocio que disminuye la oferta de trabajo.
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4.5.2. Modelo II.
En este modelo asumiremos una función de utilidad logarítmica en el
consumo y lineal en horas de trabajo y resolveremos a través del equilibrio
competitivo. En este caso incluiremos explícitamente los mercados de trabajo
y capital, donde las rentas de ambos factores se determinan por la oferta y
demanda de ambos factores y los agentes individuales toman como dados
dichos precios, ya que sus acciones individuales no tienen inuencia sobre
los mismos. Aunque en equilibrio, las cantidades ofrecidas de trabajo y
capital son determinadas por las decisiones individuales de las familias, este
feedback no es tomado en cuenta cuando las decisiones de optimización son
realizadas. Todas las familias son iguales y terminarán haciendo lo mismo,
pero cada familia es tan pequeña que sus decisiones no afectan al agregado
de capital o trabajo.
Es útil pensar en la economía como un conjunto contínuo de i agentes,
i 2 [0; 1]. Existe una masa unitaria de agentes idénticos, de tal forma que
cuando los sumamos, el agregado se comporta como cualquiera de ellos; las
variables de decisión de los individuos serán denotados con letra minúscula
y las variables agregadas con mayúsculas.
El modelo es similar al planteado por Cooley y Hansen (1989).
Cada economía doméstica, i, desea maximizar:
E0
1X
t=0
tu(cit; n
i
t) = E0
1X
t=0
t

ln cit  Bnit

La tecnología es Cobb-Douglas
Yt = ZtK

t N
1 
t
Bajo condiciones de competencia perfecta:
wt = (1  )ZtKt N t
rt = ZtK
 1
t N
1 
t
lnZt =  lnZt 1 + "t : "t  N(0; 2")
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Debe notarse que las cantidades agregadas de trabajo y capital son las que
determinan los salarios y la renta del capital. Dado que la función de pro-
ducción exhibe rendimientos constantes a escala, toda la producción se dis-
tribuye entre masa salarial y renta del capital, esto es, las empresas no tienen
benecios extraordinarios.
Las cantidades agregadas de trabajo y de capital son:
Nt =
Z 1
0
nitdi : Kt =
Z 1
0
kitdi
Cada familia tiene una cantidad de dinero procedente del periodo anterior
mt y recibe una transferencia de dinero del gobierno igual a:
T =Mt+1  Mt
La cantidad de dinero crece a la tasa t
Mt = tMt 1
Tt = (t   1)Mt
donde Mt es el stock de dinero per cápita en t. Lo que recibe como transfer-
encia cada familia es independiente de la cantidad de dinero que tiene, esto
es, las transferencias monetarias son función del agregado monetario pero no
de las propias tenencias de dinero de las familias. En este modelo, al existir
una masa unitaria de familias, las variables per cápita son iguales al agregado
de la misma variable, ya que al dividir la variable agregada entre la unidad,
nos da el agregado, ventaja que obtenemos al denir la población como un
continuum de masa igual a la unidad.
La restricción cash in advance sobre los bienes de consumo viene dada
por:
Ptc
i
t  mit + (t   1)Mt
donde, Pt es el nivel de precios.
Supondremos además que la restricción cash-in-advance está saturada
esto es, todo el dinero se gasta en bienes de consumo.
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Además de la restricción anterior, las familias se enfrentan a la restricción
presupuestaria que expresada en términos reales:
cit + k
i
t+1 +
mit+1
Pt
= wtn
i
t + rtk
i
t + (1  )kit +
mit
Pt
+
(t   1)Mt
Pt
Para resolver el modelo necesitamos denir el estado estacionario. Si t =
 = 1; la cantidad de dinero permanece constante y las variables serían esta-
cionarias. Sin embargo, para t 6= 1, la cantidad de dinero o bien está aumen-
tando o bien se está contrayendo continuamente en el tiempo, y por tanto no
existiría un equilibrio de estado estacionario. Esto es, de alguna forma debe-
mos normalizar o reescalar nuestras variables. Cooley y Hansen normalizan
el nivel de precios y la cantidad de dinero nominal de cada economía domés-
tica dividiendo por la cantidad de dinero, Mt. Una forma alternativa sería
dividir entre el nivel de precios y expresar las variables en términos reales.
Aquí seguiremos el enfoque de estos autores y por tanto:
~Pt =
Pt
Mt
: ~mt =
mit
Mt
: ~mt+1 =
mit+1
Mt
:
Mt
Mt
= 1
Con esta redenición las restricciones quedan como:
~Ptc
i
t  ~mt + t   1
cit + k
i
t+1 +
~mt+1
~Pt
= Wtn
i
t + rtk
i
t + (1  )kit +
~mt
~Pt
+
t   1
~Pt
Finalmente, añadimos la regla estocástica de comportamiento de la tasa
de crecimiento monetario:
lnt = (1  ) ln+  lnt 1 + "t
Las condiciones de agregación en el equilibrio son:
Kt = kt : Nt = nt : Ct = ct : ~Mt = ~mt = 1
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El planteamiento realizado a partir del lagrangiano es el siguiente:
L(cit; nit; kit+1; (1)t ; (2)t ) = E0
1X
t=0
t

ln cit  Bnit + (1)t

~Ptc
i
t   ( ~mt + t   1)

+
+t
(2)
t

kit+1 +
~mt+1
~Pt
 Wtnit   rtkit   (1  )kit

las condiciones de primer orden vienen dadas por:
@L
@cit
=
1
cit
+ 
(1)
t
~Pt = 0
@L
@nit
=  B   (2)t Wt = 0
@L
@kit+1
= 
(2)
t   Et(2)t+1 [(1  ) + rt+1] = 0
@L
@ ~mt+1
=
1
~Pt

(2)
t   Et(1)t+1 = 0
@L
@
(1)
t
= ~Ptc
i
t   ( ~mt + t   1) = 0
@L
@
(2)
t
= kit+1 +
~mt+1
~Pt
 Wtnit   rtkit   (1  )kit = 0
Despejando los multiplicadores de las dos primeras, el sistema se reduce al
siguiente de sólo cuatro ecuaciones:
Et
Wt
Wt+1
[(1  ) + rt+1] = 1
  B
Wt
+ Et
1
cit+1
= 0
~Ptc
i
t = ~mt + t   1
kit+1 +
~mt+1
~Pt+1
= Wtn
i
t + rtk
i
t + (1  )kit
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los precios de los factores vienen dados por:
Wt = (1  )ZtKt N t
rt = ZtK
 1
t N
1 
t
Las condiciones de agregación son, dado que todas las economías domésticas
son idénticas:
Ct = c
i
t : Nt = n
i
t : Kt+1 = k
i
t+1 :
~Mt = ~m
i
t
El estado estacionario tiene las siguientes expresiones.
lnZt =
1
1  L"t ) lnZ = 0) Z = 1
lnt = (1  ) +  lnt 1 + "t ) t = 
 [(1  ) + r] = 1) r = 1

  (1  )
C =
W
B
~PC = 1 : ~m = 1 :
1
~P
= WN + (r   )K
W = (1  )

K
N

= (1  )
 r

 
 1
:
K =

r
 1
1 
N
K =
C
r

  
Ni el salario real ni el rendimiento del capital dependen de la tasa de crec-
imiento monetario en estado estacionario, pero el consumo, el nivel de precios,
el stock de capital, las horas trabajadas y el output sí dependen de él.
Para los siguientes valores de calibración, la tabla 4.1 nos indica las vari-
ables que en estado estacionario están relacionadas negativamente con la tasa
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de crecimiento monetario media de estado estacionario.
   B
0:99 0:025 0:36 2:60
Tabla 4.1
C K Y N ~P
0:91

12:5

1:22

0:33

1:10

Resolución.
Sustituyendo las variables individuales por sus agregados correspondi-
entes y eliminando el stock de dinero ya que la cantidad de dinero agregada
debe ser igual a 1 y por tanto m^t = 0 el sistema log-linealizado viene dado
por:
Et
Wt
Wt+1
[(1  ) + rt+1] = 1) W^t = Et
h
W^t+1 + rr^t+1
i
((4.44))
  B
Wt ~Pt
+ Et
1
Ct+1 ~Pt+1t+1
= 0) W^t + P^t = Et^t+1 ((4.45))
KK^t+1 =  1
p
P^t  WNW^t  WNN^t   rKr^t   rKK^t   (1  )KK^t ((4.46))
W^t = Z^t + K^t + N^t : r^t = Z^t + (1  )K^t + (1  )N^t ((4.47))
Los shocks tecnológicos y monetarios log-linealizados:
lnZt = z lnZt 1 + "
z
t
lnZt   lnZ = z lnZt 1   z lnZ + z lnZ   lnZ + "t
Z^t = zZ^t 1 + "t : (z   1) lnZ = 0
lnt = (1  ) ln  +  lnt 1 + "t
lnt   ln = (1  ) ln  ln+  lnt 1 + "t
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^t = ^t 1 + "

t
De nuevo, podemos calcular la solución del sistema por el método de
coecientes indeterminados propuesto por Uhlig (1999).
Deniendo xt =
h
K^t+1
i
, yt =
h
r^t; W^t; N^t; P^t
i
y zt = [z^t; ^t]
0 escribimos el
sistema como:
0 = Axt +Bxt 1 + Cyt +Dzt
0 = Et [Fxt+1 +Gxt +Hxt 1 + Jyt+1 +Kyt + Lzt+1 +Mzt]
zt+1 = Nzt + "t+1
de tal forma que el sistema dado por (4.44), (4.45), (4.46) y (4.47) podemos
escribirlo como:
0 =  W^t + Et
h
W^t+1 + rr^t+1
i
0 = KK^t+1   1
P
P^t  WNW^t  WNN^t   rKr^t   rK)K^t   (1  )KK^t
W^t + P^t = Et^t+1
0 = W^t   Z^t   K^t + N^t
0 = r^t   Z^t   (1  )K^t   (1  )N^t
Expresado en forma matricial:
A =
266664
K
0
0
0
377775 : B =
266664
 (r + 1  )
1  
 
0
377775 : C =
266664
 rK  WN  WN   1
P
1 0   1 0
0 1  0
0  1 0  1
377775
D =
266664
0 0
 1 0
 1 0
0 0
377775 : F = G = H = [0] : J =
h
r  1 0 0
i
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K =
h
0 1 0 0
i
: L =M =
h
0 0
i
: N =
"
z 0
0 
#
Dados los valores de calibración anteriores obtenemos como solución:
P = [0:95] : Q =
h
0:15 0:0271
i
R =
266664
 0:95
0:53
 0:47
 0:53
377775 : S =
266664
1:94  0:05
0:47 0:03
1:47  0:08
 0:47 0:45
377775
donde
K^t+1 = 0:95K^t + 0:15Z^t + 0:0271^t266664
r^t
W^t
N^t
P^t
377775 =
266664
 0:95
0:53
 0:47
 0:53
377775 K^t +
266664
1:94  0:05
0:47 0:03
1:47  0:08
 0:47 0:45
377775
"
Z^t
^t
#
((4.44))
En la solución dada por (4.44) podemos observar que los coecientes que
acompañan a la desviación de la tasa de crecimiento monetario son cuanti-
tativamente pequeños. A través del efecto que ejerce un aumento en la tasa
de crecimiento monetario sobre la tasa de inación, el efecto sobre el empleo
es negativo mientras que sí provoca un aumento signicativo en el nivel de
precios. En este caso, de nuevo el papel que juega una mayor tasa de in-
ación es encarecer los bienes de consumo, lo que induce a los individuos a
sustituirlo por ocio, disminuyendo la oferta de trabajo.
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4.6. Dinero y rigideces nominales.
Una versión IS-LM.
En este epígrafe desarrollamos un modelo similar a los expuestos en
los epígrafes 1 y 3 de este capítulo en los que introducimos competencia
monopolística en el mercado de bienes; aquí combinamos este planteamiento
para llegar a una versión con expectativas del modelo IS-LM, a partir de una
función de utilidad con saldos reales.
Existe un contínuo de economías domésticas i 2 [0; 1], cada una de las
cuales suministra un bien diferenciado i (con lo que podemos considerar a
la economía doméstica como un monopolista para dicho bien) y maximiza la
siguiente función de utilidad.
E0
( 1X
t=0

u(Cit) + 

M it
Pt

  (Y it )
)
donde
Cit =
Z 1
0
Ct(j)
 1
 dj
 
 1
:  > 1
es un índice de consumo de los j productos diferenciados y el parámetro 
nos mide la elasticidad de sustitución entre bienes.
La función de utilidad presenta las siguientes propiedades.
u0 > 0 : u00 < 0 : 0 > 0 : 00 < 0 : 0 > 0 : 00 > 0
Esta función de utilidad tiene un conjunto de características que simpli-
can el análisis. En primer lugar, la economía doméstica ofrece directamente
bienes con un coste en su utilidad. Podríamos de forma equivalente asumir la
desutilidad derivada de trabajar junto a una función de producción que tiene
el factor trabajo como input, como hicimos en el capítulo 1. En segundo lu-
gar, el ujo de utilidad derivado de la tenencia de saldos reales es separable
con lo que las variaciones en los mismos no tiene efectos sobre la relación
marginal de sustitución entre ocio y consumo, de tal forma que la cantidad
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de dinero no tiene efecto sobre el output potencial, o nivel de producción que
se alcanzaría con precios exibles. En tercer lugar, las decisiones sobre la
producción no tienen efecto sobre la relación marginal de sustitución entre
consumo y tenencia de saldos reales, con lo que la ecuación de demanda de
dinero tiene la misma forma que en modelos donde no se incorpora la elección
de trabajo.
El nivel de precios agregado viene dado por la siguiente expresión:
Pt =
Z 1
0
Pt(j)
1 dj
 1
1 
e yit es la oferta del bien j por el individuo i. Finalmente, M
i
t=Pt representa
las tenencias de saldos reales por parte del individuo i.
La restricción presupuestaria entre dos periodos viene dada por:Z 1
0
Pt(j)C
i
t(j)dj +M
i
t + Et

Qt;t+1(B
i
t+1)
	 M it 1 +Bit + P itY it   Tt
M it 1 es la cantidad de dinero en poder de la economía doméstica en t; Bt+1
es la cantidad de bonos transferidos desde t a t + 1, y valorados de acuerdo
con el pricing kernel nominal Qt;t+1; que se relaciona con el pricing kernel
real a partir de la expresión.
Qt;t+1 = Rt;t+1
Pt
Pt+1
La riqueza total del individuo en el momento t; Ait se dene como A
i
t =
Bit +M
i
t 1; y utilizando la denición del tipo de interés nominal de un bono
a un periodo, 1
1+it
= E (Qt;t+1) podemos expresar la restricción comoZ 1
0
Pt(j)C
i
t(j)dj +M
i
t + Et

Qt;t+1(A
i
t+1  M it )
	  Ait + P itY it   Tt
Z 1
0
Pt(j)C
i
t(j)dj +
it
1 + it
M it + Et

Qt;t+1A
i
t+1
	  Ait + P itY it   Tt
Resolviendo hacia delante para At, la restricción presupuestaria intertempo-
313
ral es:
1X
t=0
E0

Q0;t
Z 1
0
Pt(j)C
i
t(j)dj +
it
1 + it
M it


1X
t=0
E0Q0;t

P itY
i
t   Tt

+ A0
donde la condición de transversalidad viene dada por:
l{m
T!1
EtQ0;TAT = 0
Resolveremos el problema en varios pasos: en primer lugar calculamos la
demanda para cada bien, dado un nivel de gasto; en segundo lugar resolvemos
el problema intertemporal de asignación del gasto y del dinero en el tiempo
y nalmente consideramos las decisiones de jación de precios óptimos para
cada una de las economías domésticas.
La demanda óptima que realiza cada economía doméstica i de cada bien
k viene dada por (ver apéndice 1.1).
Ckt (j) =

Pt(j)
Pt
 
Cit
El problema intertemporal.
Dados los ingresos Pt(i)Y it y teniendo en cuenta que
R 1
0
Pt(j)C
i
t(j)dj =
PtC
i
t es el gasto en bienes, podemos resolver la asignación óptima de consumo
y tenencias de dinero. Por tanto, la maximización de la función de utilidad
sujeta a la restricción presupuestaria viene dada por:
max E0
( 1X
t=0
t

u(Cit) + 

M it
Pt

  (Y it )
)
s:a:
1X
t=0
E0

Q0;t
Z 1
0
Pt(j)C
i
t(j)dj +
it
1 + it
M it

=
1X
t=0
E0Q0;t

P itY
i
t   Tt

+Ai0
L(Cit ;M it ; ) = E0
1X
t=0
t
(
u(Cit) + 

M it
Pt

  (Y it )

+ 
1X
t=0
E0Q0;t

Pt(i)Y
i
t   Tt

+
)
+
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+t
(
Ai0  
1X
t=0
E0Q0;t

PtC
i
t +
it
1 + it
Mt
)
Las condiciones de primer orden son:
@L
@Cit
= u0(Cit)  Q0;tPt = 0
@L
@M it
= 0

M it
Pt

  Q0;tPt it
1 + it
= 0
@L
@
=
1X
t=0
E0Q0;t

Pt(i)Y
i
t   Tt

+A0 
1X
t=0
E0

Q0;t

PtC
i
t +
it
1 + it
Mt

= 0
junto a la condición de transversalidad
l{m
T!1
Et fQ0;TATg = 0
La usual condición intertemporal de equilibrio que debe vericarse en cada
momento y en cada estado.
tu0(Cit)
Q0;tPt
=
t+1u0(Cit+1)
Q0;t+1Pt+1
) u
0(Cit+1)
u0(Cit)
=
Pt+1
Pt
Q0;t+1
Q0;t
= Qt;t+1
Pt+1
Pt
= Rt;t+1
y por tanto el tipo de interés satisface
Qt;t+1 =
1
1 + it
= Et

u0(Cit+1)
u0(Cit)
Pt+1
Pt

((4.45))
Además
 =
u0(Cit)
Q0;tPt
=
0

M it
Pt

Q0;tPt
it
1+it
)
0

M it
Pt

u0 (Cit)
=
it
1 + it
((4.46))
Dado que 00 < 0 la demanda real de dinero disminuye con el tipo de interés
nominal, dado un nivel determinado de consumo.
Fijación de precios óptima y decisiones de producción.
Finalmente debemos considerar la decisión de jación óptima de precios.
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Cada economía doméstica debe tener en cuenta que sus ventas afectan al
precio ya que se enfrenta a una curva de demanda con pendiente negativa.
Agregando las demandas de todas las economías domésticas k, para cada
bien i, obtenemos la demanda del bien i, teniendo en cuenta que la demanda
individual óptima de cada economía doméstica viene dada por Ckt (i) =
Pt(i)
Pt
 
Ckt :
Y it =
Z 1
0
Ckt (i)dk =
Z 1
0
Ckt

P it
Pt
 
dk =

P it
Pt
  Z 1
0
Ckt dk = Yt

P it
Pt
 
P it = Pt

Y it
Yt
  1

Y it =

P it
Pt
  Z 1
0
Ckt dk ) Y it = Yt

P it
Pt
 
donde Yt =
R 1
0
Ckt dk es una medida de la demanda agregada.
Bajo el supuesto de competencia monopolística cada economía doméstica
es pequeña en relación al tamaño del mercado con lo que elige un precio
fPt(j)g tomando como dados tanto el nivel de precios Pt como la demanda
agregada Yt. Estos dos valores agregados determinan la posición de cada
demanda agregada individual.
Consideremos ahora dos supuestos de jación de precios. En primer lu-
gar, asumimos que el nivel de precios es exible con lo que cada productor es
libre de jar el precio, conocido el estado de la economía en cada momento.
En segundo lugar, supondremos que los precios son jados un periodo antes.
El caso de exibilidad de precios.
Bajo precios exibles, el productor del bien i, se enfrenta al siguiente
problema estático:
max
fY it g
P itY
i
t   CT (Y it )
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sujeto a la curva de demanda
P it =

Y it
Yt
  1

Pt
Planteando la condición de primer orden:
max
fY it g
Y
1

t Pt
 
Y it
1  1
   CT (Y it )
obtenemos el precio óptimo que maximiza su benecio sujeto a la curva de
demanda.
   1


Y it
Yt
  1

Pt = CMa(Y
i
t ) =
dCT
dY it
) P it =

   1CMa(Y
i
t )
P it =

1 +
1
   1

CMa(Y it )
El margen de los precios sobre el coste marginal es constante e igual a 1
 1 :
Si la elasticidad de sustitución es alta la curva de demanda será elástica y el
margen sobre el precio será bajo, y al contrario una elasticidad de sustitución
baja implica una curva de demanda inelástica, un margen alto y precios más
altos.
La relación entre coste marginal y precio del bien puede expresarse de
forma alternativa en función de la utilidad marginal del consumo y de la
desutilidad marginal de las horas trabajadas. Supongamos que en vez de
incluir directamente la producción en la función de utilidad, utilizamos un
paso indirecto, asumir que la utilidad depende negativamente de las horas
trabajadas, como hemos hecho en este modelo, e introducimos una función
de producción Y it = F (N
i
t ) y la desutilidad del trabajo fuese G(N
i
t ):En el
óptimo, la demanda de factor viene dada por46
CMa(Y it ) =
Wt
F 0(N it )
46Véase por ejemplo Gravelle H, Rees D. (2004). capítulo 10.
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Por otra parte, la condición de primer orden en el problema de maximización
para la economía doméstica implica que la relación marginal de sustitución
entre horas de trabajo y consumo viene dada por:
Wt
Pt
=
G0(N it )
u0(Cit)
Por tanto, el coste marginal real:
   1


Y it
Yt
  1

=
CMa(Y it )
Pt
=
G0(N it )
u0(Cit)
=
G0(F 1(Y it ))
u0(Cit)
=
0(Y it )
u0(Cit)
((4.47))
donde 0(Y it ) = G
0(N it )=F
0(N):47
Finalmente para caracterizar el equilibrio supondremos que la oferta mon-
etaria,M st es exógena y que los impuestos son recaudados por señoriaje, esto
es, la restricción presupuestaria del gobierno viene dada por:
Tt =  (M st  M st 1)
Equilibrio con expectativas racionales.
Un equilibrio con expectativas racionales es el conjunto de procesos es-
tocásticos para fCt;Mt; Yt; Pt; P it ; Rt;t+1g dado una condición inicial para la
variable exógena M0, y de tal forma que:
1. fCt;Mt; P it g resuelven el problema para la economía doméstica dados
fYt; Pt; Rt;t+1; Ttg :
2. Las variables a nivel agregado son consistentes con las elecciones indi-
viduales, esto es Yt = Ct y Pt = P it :
47Sea
G(N) = G(F 1(Y ))
G0(N) = G0(F 1(Y ))F 0(F 1(Y )) = 0(Y )F 0(F 1(Y ))
0(Y ) =
G0(N)
F 0(N)
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3. El mercado de dinero está equilibrado con cualquier periodo y estado,
esto es Mt =M st :
4. Se satisface la restricción presupuestaria del gobierno anterior en todos
los periodos y estados.
Agregando para todos los individuos, las condiciones de óptimo que car-
acterizan el equilibrio, expresadas en función de Yt vienen dadas por (4.45),
(4.46) y (4.47).
0(M st =Pt)
u0(Yt)
=
it
1 + it
, M
s
t
Pt
= L(Yt; it)) M
M
=
P
P
1
1 + it
= 
Pt
u0(Yt)
Et

u0(Yt+1)
Pt+1

:
1 + t
1 + it
=  :
Pt+1
Pt
= 1 + t+1
0(Yt)
u0(Yt)
=

   1 ) Yt = Y

l{m
T!1
Et fQ0;TATg = l{m
T!1
tEt

u0(YT )
M sT 1
PT

= 0
La ecuación (4.46) dene el equilibrio en el mercado de dinero y por tanto
es la tradicional curva LM. La ecuación (4.46) sería la curva de equilibrio en
el mercado de bienes o curva IS, mientras que (4.47) conforma la curva de
oferta agregada.
Con precios exibles, el output es constante, esto es, la curva de oferta
agregada es vertical y las variaciones en el nivel de oferta monetaria única-
mente cambian el nivel de precios proporcionalmente y aumentan el tipo de
interés en igual cuantía que la tasa de inación. De nuevo obtendríamos el
resultado clásico.
Precios rígidos.
Supongamos ahora que los productores jan los precios para el periodo t
en el periodo anterior, t 1, dada la información disponible en el momento de
jación de dichos precios. El problema al que se enfrenta el individuo ahora
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es:
max
fP itg
Et 1

P it
1 P t Yt   CT (Y it )

La condición de primer orden viene dada por:
Et 1

(1  )YtP t
 
P it
    CMa  Y it  @Y it@P it

= 0
P it =

Y it
Yt
  1

Pt ) @Y
i
t
@P it
=  P t Yt
 
P it
 1 
Et 1
( 
   1


Y it
Yt
  1

Pt   CMa(Y it )
!
 YtP t
 
P it
 1 )
= 0
El primer término del paréntesis es el ingreso marginal menos el coste mar-
ginal que es cero con precios exibles, pero con precios jados un periodo
antes, Et 1

u0(Yt) 1   0(Yt)

es distinto de cero. Cuando se jan los pre-
cios la única fuente de incertidumbre es el valor que tome la demanda agre-
gada Yt (suponiendo que Et 1Pt es conocido) y por tanto el benecio marginal
uctúa estocásticamente cuando se producen perturbaciones de demanda. El
segundo término reeja la pendiente de la curva de demanda individual, que
también cambia cuando lo hace Yt.
Sustituyendo la condición de equilibrio Yt = Ct, agregando para los i
consumidores y sustituyendo el coste marginal real.
Et 1

Yt

u0(Yt)
   1

  0(Yt)

= 0 ((4.48))
Resolución del modelo.
La condición (4.48) sustituye a la ecuación (4.47), por tanto la primera
más (4.45) y (4.46) denen la solución del modelo en presencia de precios
rígidos.
Supongamos en primer lugar que la oferta monetaria sigue una distribu-
ción idéntica en el futuro, esto es, la secuencia fM sTgTt+1 es la misma e igual
a M . En este caso, el nivel de equilibrio del nivel de precios será el mismo
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para todos los periodos y para todos los estados, esto es, Pt+i = P:
El valor de equilibrio de Yt depende de Pt, de Mt y de los valores futuros
esperados de Mt. Como la distribución de la oferta monetaria es invariante
en el tiempo, Yt sólo dependerá de Pt y deMt que son constantes, con lo cual
Et fu0(Yt+1g =  > 0.
En tal caso, variaciones aleatorias de la oferta monetaria, desplazan la
curva LM, provocando variaciones en el tipo de interés y en la producción,
dejando la curva IS inalterada.
0(M st =Pt)
u0(Yt)
=
it
1 + it
((4.49))
1
1 + it
= Et

u0(Yt+1)
u0(Yt)
Pt
Pt+1

) u
0(Yt)

= 1 + it ((4.50))
Dados  y P , la solución para la producción viene dada por Y (M st ; 
; P ) :
Finalmente, estos valores de los parámetros deben satisfacer las dos sigu-
ientes condiciones:
Et fu0(Y (M st ; ; P ))g = 
Et 1

Yt

u0(Yt)

   1   
0(Yt)

= Et 1 f	(Y (M st ; ; P ))g = 0 ((4.51))
A partir del sistema anterior en (; P ) podemos encontrar la solución para
Y (M st ; ; P ) :
Por tanto, el modelo a nivel cualitativo puede explicar los efectos sobre
la producción de cambios no esperados en la política monetaria, con lo que
éstos pueden ser origen de las uctuaciones cíclicas.
Supongamos en segundo lugar que las variaciones de la oferta monetaria
están serialmente correlacionadas. Dado que el modelo anterior es no lin-
eal procedemos a aproximarlo a través de la log-linealización en un entorno
del estado estacionario. El sistema formado por (4.49), (4.50) y (4.51) log-
linealizado viene dado por:
mt =
Mt
Pt
= L(Yt; it)) m^t = Y^t   h{^t ((4.52))
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11 + it
=

u0(Yt)
Et

u0(Yt+1)
1 + t+1

) {^t = Et^t+1  1
c
h
Y^t   EtY^t+1
i
: c =   u
0(Y )
u00(Y )Y
((4.53))
donde c es la elasticidad de sustitución intertemporal del consumo. Apli-
cando la condición (4.51):
Et [	(Yt+1)] = 0) EtY^t+1 = 0
Incluyendo la ecuación dinámica de saldos reales, que viene expresada en
función de la tasa de crecimiento monetario y de la tasa de inación comple-
tamos el sistema:
Mt
Pt
=
Mt
Pt
Mt 1
Mt 1
Pt 1
Pt 1
) mt = 1 + t
1 + t
mt 1 : 1 + t =
Mt
Mt 1
que log-linealizada
m^t = m^t 1 + ^t   ^t ((4.54))
Los valores de estado estacionario vienen dados por:
m = L(Y; i) : 1 + i =
1

:  =  : 	(Y ) = 0
Con el sistema (4.52), (4.53) y (4.54) podemos calcular la solución paran
Y^t; {^t; ^t+1
o
dado el proceso exógeno que sigue la tasa de crecimiento mon-
etario f^tg y las condiciones iniciales m^t 1 y ^t 1 de tal manera que ^ es
predeterminada en t  1.
m^t = Y^t   h{^t
Y^t =  c(^{t   Et^t+1)
m^t = m^t 1 + ^t   ^t
Nos queda asumir el proceso estocástico que sigue la tasa de crecimiento
monetario. Podemos suponer que sigue el siguiente proceso, donde "t es una
variable aleatoria independiente e idénticamente distribuida con media cero
y varianza nita.
^t = a0"t + a1"t 1
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Esta modelización para la tasa de crecimiento monetario incorpora tres casos
interesantes:
a) si a0 = 0, la oferta monetaria sigue un paseo aleatorio en el que los
cambios permanentes en la oferta monetaria son completamente predecidos
con un periodo de antelación.
lnt = lnMt   lnMt 1
^t = [lnMt   \lnMt 1 = lnMt   lnMt 1 = a1"t 1
donde
Et 1 (lnMt   lnMt 1) = a1"t 1
b) Si a1 = 0; la oferta monetaria sigue un paseo aleatorio, donde los
cambios permanentes en la oferta monetaria son completamente inesperados.
Et 1 (lnMt   lnMt 1) = Et 1 (a0"t) = 0
c) Si a0 =  a1, la oferta monetaria es un proceso de ruido blanco, con
cambios transitorios totalmente inesperados.
^t = [lnMt   \lnMt 1 = lnMt   lnMt 1 = a0("t   "t 1)
(1  L) lnMt = a0(1  L)"t ) lnMt = a0"t
Adelantando un periodo las ecuaciones (4.52) y (4.53) un periodo y aplicando
expectativas en t.
Etm^t+1 =  hEt{^t+1 =  hEt^t+2
Haciendo lo propio en la ecuación de saldos reales, (4.54) hasta el periodo 2:
Etm^t+2 = Etm^t+1   Et^t+2
Relacionando las dos ecuaciones obtenemos la ecuación dinámica para los
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saldos reales.
Etm^t+1 =  h (Etm^t+1   Etm^t+2)) Etm^t+1 =

h
1 + h

Etm^t+2
La única solución convergente que satisface la anterior ecuación dinámica
debe satisfacer Etm^t+1 = 0 o lo que es igual Et^t+2 = Et{^t+1 = 0:
A partir de la ecuación de saldos reales obtenemos la tasa de inación en
función de las perturbaciones.
Etm^t+1 = m^t + Et^t+1   ^t+1 = 0) ^t+1 = m^t + a1"t
Calculando el error de predicción en t; tenemos los saldos reales.
m^t Et 1m^t = m^t+ ^t  ^t  (m^t 1+Et 1^t Et 1^t) = a0"t : Et 1^t = ^t
m^t = a0"t : ^t+1 = a0"t + a1"t = (a0 + a1)"t
Obtenidas las soluciones para los saldos reales y la inación, obtenemos la
expresión para las curvas IS-LM en función de la perturbación.
Y^t   h{^t = a0"t
Y^t + c{^t = c(a0 + a1)"t
Las soluciones para Y^t e {^t vienen dadas por:
Y^t =
c [(a0(1 + h) + ha1]
h+ c
"t : {^t =  a0(1  c)  ca1
h+ c
"t
Ahora, un cambio en "t afecta tanto a la curva IS como a la LM. La
curva LM se desplazaría a la derecha si a0 > 0; esto es, si hay un incremento
inesperado en la oferta monetaria mientras que la curva IS se desplazaría
a la derecha si a0 + a1 > 0, esto es, si el efecto sobre EtM st+1 es positivo.
Este último efecto opera a través de la inación esperada que provoca una
elevación en el tipo de interés nominal. En la solución observamos que el
efecto neto sobre el tipo de interés nominal es indeterminado mientras que
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inequívocamente el output sí aumenta.
Consideremos los casos especiales considerados anteriormente:
Si a0 = 0, la oferta monetaria es un paseo aleatorio perfectamente pre-
decible y las soluciones vienen dadas por:
m^t = 0 : ^t+1 = a1"t : Y^t =
cha1
h+ c
"t : {^t =
a1c
h+ c
"t
En este caso, los saldos reales no cambian ya que el cambio en el nivel de
precios anula completamente el cambio esperado en la oferta monetaria. El
cambio en la oferta monetaria sí afecta al output a través de una inación
esperada más alta que aumenta el tipo de interés nominal. El output aumenta
en el momento del anuncio y no en el momento en el que la oferta monetaria
aumenta ya que depende de a1, por tanto el momento en el que se anuncian
cambios en la política monetaria futura afectan a la producción hoy.
Si a1 = 0, la oferta monetaria sigue un paseo aleatorio no predecible. Las
soluciones son:
m^t = a0"t : ^t+1 = a0"t : Y^t =
ca0(1 + h)
h+ 
"t : {^t =  a0(1  c)
h+ 
"t
Si la oferta monetaria es un ruido blanco y a0 =  a1 las soluciones vienen
dadas por
m^t = a0"t : ^t+1 = 0 : Y^t =
ca0
h+ c
"t : {^t =   a0
h+ c
"t
De los ejemplos anteriores podemos sacar tres conclusiones fundamen-
tales:
1) Tanto la predicitibilidad de los cambios monetarios como su grado de
persistencia importan para determinar los efectos reales sobre el output, para
un incremento dado de M st :
2) Las correlaciones empíricas entre M s e Y o entre P e Y dieren de-
pendiendo de la naturaleza del proceso estocástico que genera las variaciones
de M s, lo que no es sino una consecuencia de la conocida crítica de Lucas a
la evaluación de la política monetaria.
3) Téngase en cuenta que en las soluciones anteriores para el output,
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excepto en el caso de perfecta predictibilidad, hemos obtenido
Y^t = g(c; h; )(^t   Et 1^t)
esto es, en el modelo sólo cambios no anticipados en la cantidad de dinero
importan para determinar el output, al igual que en el modelo de Lucas con
información asimétrica. En general, noticias que cambien las expectativas
sobre la senda futura del crecimiento en la oferta monetaria nominal pueden
afectar inequívocamente a la curva IS a través de cambios en las expectativas
de inación.
4) Las perturbaciones transitorias en la oferta monetaria tienen efectos
puramente transitorios sobre el output y sobre el tipo de interés.nominal. El
efecto sobre el output es mayor cuando la oferta monetaria sigue un paseo
aleatorio pero el modelo no genera persistencia para el output debido a que
la tasa de variación de la oferta monetaria no presenta autocorrelación alguna.
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4.7. El modelo New-keynesian.
El modelo New-keynesian comienza a desarrollarse en los años 90 a partir
de la combinación de elementos keynesianos desarrollados en los años 80,
48con el enfoque optimizador de los modelos de Ciclo Real. Entre el trabajo
pionero de Yun (1996), que introduce la rigidez de precios à la Calvo en un
modelo dinámico, la derivación de la Nueva Curva de Phillips por Roberts
(1995) junto a la regla de política monetaria de Taylor (1993) sólo faltaba una
curva IS para conseguir un modelo general dinámico. El conjunto completo
aparece nalmente en el artículo de Clarida, Gali y Gertler (2000) en el que
la denominada curva IS dinámica viene deducida a partir de la ecuación de
Euler.
El modelo New Keynesian es por tanto metodológicamente similar a los
modelos de Ciclo Real, pero sus implicaciones son muy distintas.
Los cuatro elementos centrales de esta Nueva Síntesis Clásica, según
Goodfriend y King (1994) son:
1. utilización de los modelos de optimización intertemporal.
2. existencia de competencia monopolística.
3. expectativas racionales.
4. rigideces nominales en precios y/o salarios, provocados por la existencia
de costes de ajuste en los mismos.
Además del cuarto elemento citado, tal y como señala Galí, (2008) existen
dos grandes diferencias con respecto al marco conceptual del modelo de Ciclo
Real.
1. Los ciclos económicos no son el resultado del comportamiento óptimo
de individuos que operan en mercados competitivos que reaccionan de forma
eciente a cambios en factores de tipo real, shocks tecnológicos. El corolario
sería que las políticas de estabilización no serían ni necesarias ni seguramente
deseables, concediendo a la política monetaria por ejemplo un papel limitado
o nulo. Por contra, el enfoque New Keynesian parte de que los efectos de
48Sobre todo la introducción de competencia monopolística y de rigidez de precios, a
partir de del mecanismo ideado por Calvo (1983) o contando con el supuesto de costes de
ajuste de precios cuadráticos, Rotemberg (1982).
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la política monetaria no son neutrales a corto plazo ya que ante cambios en
los tipos de interés nominales, la tasa de inación no variaría en la misma
cuantía, (véase la ecuación de Fisher) provocando cambios en el tipo de
interés real que se transmite al resto de las variables reales. Debido a la
existencia de rigideces o dicultades para cambiar sin coste alguno, salarios
y/o precios, las empresas actuando óptimamente ajustarían la producción a
las nuevas condiciones de la demanda, y por tanto afectando a los niveles de
empleo, producción, consumo e inversión.
A largo plazo se produce el ajuste en precios pero hasta entonces, el im-
pacto sobre las variables reales debido a cambios en las variables monetarias,
oferta monetaria o tipos de interés es patente.
2. Los shocks tecnológicos son importantes pero ni es el único ni quizá el
más importante factor que pueda explicar las uctuaciones cíclicas.
En este sentido, existe cierto consenso en que aunque el dinero no es neu-
tral a corto plazo pero sí a largo plazo, la inación tiene efectos adversos sobre
el bienestar y por tanto es importante que los bancos centrales mantengan
la credibilidad basada en reglas que asuman un compromiso de alcanzar un
nivel estable y bajo de inación.
Consideremos un modelo básico en el que no existe stock de capital.
En el modelo monetario clásico obtuvimos las siguientes condiciones de
optimización para las economías domésticas, las ecuaciones (4.9) y (4.10).
wt   pt = 1
c
ct + 'n
s
t
Etct+1   ct = cEt (it   t+1   )
En equilibrio
yt = ct
A partir de (4.10) obtenemos la denominada curva IS dinámica, (DIS en
adelante), que expresada en términos del output gap puede escribirse como:
yt   ynt = Etyt+1   Etynt+1   ynt + Etynt+1   cEt (it   t+1   r)
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donde ynt es el nivel de producción de equilibrio con precios exibles ( = 0)
y viene dado por:
ynt = c
n
t = (1 )c
1 + '
c ('+ ) + (1  )zt+(1 )
c ln(1  )
c ('+ ) + (1  ) =  yzzt+y
ynt =  yzzt + y
Mientras que rnt es la tasa natural de interés dada por:
rnt =   ln +(1 )
1 + '
c ('+ ) + (1  )(Etzt+1 zt) =   ln +
1
c
 yzEtzt+1
rnt = r +
1
c
Et(y
n
t+1   ynt )
Por tanto, la curva DIS viene dada por la siguiente expresión que nos rela-
ciona el output gap con el tipo de interés real y el valor esperado para dicho
output gap.
~yt = Et~yt+1   cEt(it   t+1   rnt ) ((4.55))
El bloque de oferta queda resumido en la ecuación dinámica siguiente
para la tasa de inación, expresión conocida como Nueva curva de Phillips o
curva de Phillips New Keynesian (NKPC en adelante), deducida a partir del
problema de maximización de la empresa con jación óptima de precios à la
Calvo (derivada en el apéndice 4.3).
t = Ett+1 + ~yt ((4.56))
Bajo el supuesto de que los efectos sobre el output disminuyen asintóti-
camente, aún en presencia de rigideces nominales debe vericarse
l{m
T!1
Et~yt+T = 0
esto es, resolviendo hacia delante la ecuación DIS, el output gap viene dado
por:
~yt =  c
1X
i=0
Et(rt+i   rnt+i) : rt = it   Ett+1
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La curva NKPC junto a la curva DIS y el proceso de equilibrio para la tasa
natural constituyen el bloque del modelo básico New Keynesian.
A partir de la NKPC determinamos la inación dada una senda para el
output gap, esto es, resolviendo hacia delante la ecuación dinámica, obten-
emos:
t = 
1X
i=0
iEt~yt+i
Análogamente, a partir de la curva DIS determinamos el output gap a
partir de la senda dinámica del diferencial entre el tipo de interés real y la
senda exógena del tipo de interés real natural.
En suma, el modelo consta de dos ecuaciones, la de equilibrio en el
mercado de bienes (DIS) y la de oferta (NKPC) mientras que tenemos tres
variables, el output gap, la tasa de inación y el tipo de interés nominal.
Consideraremos dos reglas de política monetaria, en la primera, suponemos
que el Banco Central ja los tipos de interés a partir de la conocida regla de
Taylor, mientras que en la segunda, analizamos el equilibrio bajo el supuesto
de que la oferta monetaria es exógena.
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4.7.1. Equilibrio bajo una regla de tipo de interés nominal.
Supongamos que el Banco Central sigue una regla como la siguiente,
popularizada a partir de los trabajos de Taylor.
it = ln  + t + y~yt + t ((4.57))
donde t es un componente exógeno y estocástico de media cero que sigue el
siguiente proceso autorregresivo de orden 1.
t = t 1 + "t
Sustituyendo la regla monetaria (4.57) en la DIS, podemos expresar ésta
junto a la NKPC en forma matricial como:"
1 c
0 
#"
Et~yt+1
Ett+1
#
=
"
1 + cy c
  1
#"
~yt
t
#
+
"
c
0
#
(t   r^nt )
"
Et~yt+1
Ett+1
#
=
"
c+(1+cy)

c
 1

 

1

#"
~yt
t
#
+
"
c
0
#
(t  r^nt ) ((4.58))
Dado que las dos variables son no predeterminadas, los dos autovalores
de la matriz de coecientes del sistema deben estar fuera del círculo unitario
o bien los autovalores de su inversa deben estar dentro del círculo unitario si
deseamos encontrar la solución estable.
El polinomio característico de dicha matriz de coecientes viene dado por:
c+(1+cy)

   c  1
 

1

  
 = 0
P () = 2 c+ (1 + cy) + 1

+
1
2

c(   1) + c+ (1 + cy)

= 0
La condición necesaria y suciente de estabilidad relevante viene dada por:
1 + b+ c > 0)
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1  c+ (1 + cy) + 1

+
1
2

c(   1) + c+ (1 + cy)

> 0
(   1) + (1  )y > 0
Aplicando el método de coecientes indeterminados, probamos como solución
con las siguientes expresiones:
~yt = at ) Et~yt+1 = at : t = bt ) Ett+1 = bt
Sustituyendo en el sistema dinámico, obtenemos un sistema lineal en a y b y
donde aij son los elementos de la matriz de coecientes del sistema.
(  a11)a  a12b =  : a21a+ (a22   )b = 0
a =   c (1  )
2 + (1  )  1 + y+ c < 0
b =   c
2 + (1  )  1 + y+ c < 0
Un incremento exógeno en el tipo de interés conduce a un descenso persistente
en el output gap y en la inación. Como el nivel de producción natural no
se ve afectado por el shock de política monetaria, la senda del output gap es
la misma que la del output.
El tipo de interés real, expresado en desviación respecto su tasa natural,
puede obtenerse a partir de la DIS.
r^t =   1
c
(~yt   Et~yt+1) = a(1  )
c
t =
(1  ) (1  )
2 + (1  )  1 + cy+ c t
El tipo de interés nominal viene dado por
{^t = r^t+Ett+1 =
a(1  )
c
t+bt = ct =
(1  ) (1  )  c
2 + (1  )  1 + cy+ c t
Con una perturbación sucientemente persistente, el tipo de interés nominal
podría disminuir si c > (1  ) (1  ):
Finalmente, a partir de la ecuación LM podemos determinar el cambio
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en la oferta monetaria requerido para reestablecer el equilibrio monetario.
mt = pt +yt   hit
pt = t = bt : ~yt = yt = a(t   t 1)
it = c(t   t 1) : t   t 1 = (  1) t 1 + "t
dmt
d"t
=
dpt
d"t
+
dyt
d"t
 h dit
d"t
= b+a hc = (1  )(c + h(1  )) + c(1  h)
2 + (1  )  1 + cy+ c ? 0
En principio, el cambio en la oferta monetaria es ambigüo aún cuando es
necesario que disminuya ante una subida del tipo de interés nominal para
preservar el equilibrio monetario, dados el nivel de precios y el output. Dado
que ambos caen y por tanto también lo hace la demanda de dinero en términos
nominales no podríamos eliminar la posibilidad de un aumento en la oferta
monetaria. Sin embargo, el hecho de que el tipo de interés nominal suba
es una condición suciente para asegurar tanto una contracción en la oferta
monetaria nominal como observar la presencia de un efecto liquidez, esto es,
una disminución a corto plazo del tipo de interés nominal y una expansión
monetaria simultánea.
Finalmente podemos calcular los multiplicadores dinámicos para las vari-
ables del modelo. Dado el supuesto sobre el comportamiento dinámico del
shock monetario, tendremos:
~yt = at =
a
1  L"t : t = bt =
b
1  L"t
El efecto de los shocks tecnológicos.
Los shocks tecnológicos pueden ser introducidos en el modelo al obtener
la relación entre los costes marginales medios y una medida de la actividad
económica agregada. En general, e independientemente de la forma de la
jación de precios, el coste marginal real medio para un factor productivo
deducido a partir del problema de minimización de costes de una empresa
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viene dado por:
CMa =
pi
PMai
Deniendo el CMaR real como el CMa=Pt, con la función de producción con
un sólo factor productivo, tendremos que:
CMaR =
Wt
Pt
@Yt
@Nt
Y en logaritmos:
cmat = (wt   pt)  ln

@Yt
@Nt

= wt   pt   [(1  )zt   nt   ln(1  )]
Sustituyendo el salario real derivado a partir de la condición de primer orden
de las economías domésticas y a su vez introduciendo nt a partir de la función
de producción linealizada:
wt   pt = 1
c
ct + 'nt : nt =
yt   (1  )zt
1  
cmat =

yt
c
+ '
yt   (1  )zt
1  

  (1  )zt + yt   (1  )zt
1   + ln(1  )
cmat =

1
c
+
+ '
1  

yt   (1 + ') zt + ln(1  )
Con precios exibles, el coste marginal real es constante y el output es el
correspondiente a su nivel natural yt = ynt : Por tanto:
cman =

1  + c(+ ')
c (1  )

ynt   (1 + ') zt + ln(1  )
ynt =
c(1  )
1  + c(+ ') [cmat   ln(1  ) + (1 + ') zt]
De tal forma que:
dcmat = cmat   cman = 1  + c(+ ')
c (1  ) (yt   y
n
t )
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De esta forma la curva de Phillips New Keynesian viene dada por:
^t = Et^t+1 +
(1  )(1  )

1  
1  + dcmat
^t = Et^t+1 + (yt   ynt )
El tipo de interés real en términos de desviaciones viene dado por:
r^nt = r
n
t   r = (1  )
1 + '
c ('+ ) + (1  )(Etzt+1   zt) =
1
c
 yzEtzt+1
De nuevo suponemos que el shock tecnológico sigue un proceso autorregresivo
de primer orden:
zt = zt 1 + "t ) Etzt+1 = zt
Con lo que la desviación del tipo de interés natural con respecto a su estado
estacionario viene dada por la siguiente expresión:
r^nt =
1
c
 yzEtzt+1 =  
1
c
 yz(1  )zt
Volvemos al sistema original (4.58) y haciendo t = 0 resolvemos para cal-
cular el efecto del shock a la tecnología sobre las variables del modelo."
Et~yt+1
Ett+1
#
=
"
c+(1+cy)

c
 1

 

1

#"
~yt
t
#
+
"
c
0
#
( r^nt )
Aplicando el método de los coecientes indeterminados y probando como
solución con:
~yt = ar^
n
t ) Et~yt+1 = aEtr^nt+1 : t = br^nt ) Ett+1 = bEtr^nt+1
En este caso
Etr^
n
t+1 = r^
n
t =  
1
c
 yz(1  )zt
con lo que la solución es exactamente igual en valor absoluto que en el caso
del shock al tipo de interés, teniendo en cuenta ahora que  r^nt funciona como
t: La consecuencia para la solución es que los coecientes a y b son iguales
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pero de distinto signo, esto es, ahora a; b > 0:
Las soluciones para el output gap y para la tasa de inación vienen dadas
por:
~yt =  a 1
c
 yz(1  )zt : t =  b
1
c
 yz(1  )zt
Esto es, un shock tecnológico positivo provoca un descenso del output gap y
de la tasa de inación.
El efecto sobre el nivel de output y sobre el empleo vienen dados por:
yt = ~yt + y
n
t =

 a 1
c
 yz(1  ) +  yz

zt =  yz

1  a(1  )
c

zt
(1  )nt = yt   (1  )zt =  yz

 a(1  )
c
+ 

zt
Por tanto, la respuesta del output y del empleo a un shock tecnológico posi-
tivo es en general indeterminada ya que depende de los valores concretos que
tomen los parámetros.
4.7.2. Equilibrio bajo una regla de crecimiento monetario.
Consideremos ahora el efecto sobre nuestras variables de interés de una
regla monetaria dada por:
mt = mt 1 + "t
donde mt es la tasa de crecimiento monetario.
La curva LM en términos del output gap viene dada por:
~yt   hit = mt   pt   ynt
La curva DIS, (4.55) es:
~yt = Et~yt+1   Et(it   t+1   rnt )
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La dinámica de la inación o NKPC, (4.56) es:
t = Ett+1 + ~yt
Y nalmente, la identidad que nos relaciona los saldos reales con la inación
es:
Mt
Mt 1
=
Mt
Mt 1
Pt
Pt 1
Pt 1
Pt
lnMt   lnMt 1 = (lnMt   lnPt) + (lnPt   lnPt 1)  (lnMt 1   lnPt 1)
mt   pt = mt   t +mt 1   pt 1 ) lt = lt 1   t +mt ((4.59))
Resolución para h = 0:
El modelo se simplica de forma notable si suponemos que la demanda de
dinero es independiente de la variación del tipo de interés nominal y dado que
la política monetaria no afecta a la producción natural, ynt = 0; la ecuación
LM es simplemente:
mt   pt = lt = ~yt ((4.60))
En este caso, la demanda agregada vendría dada por la teoría cuantitativa
del dinero y la curva DIS no sería necesaria ya que la curva LM sería en este
caso la ecuación de demanda agregada.
Para resolver el sistema formado por la NKPC, (4.56), la ecuación de
saldos reales, (4.59) y la curva LM, (4.60) adelantamos un periodo (4.59)
sustituyendo la inación y el output gap para obtener una ecuación dinámica
para los saldos reales.
Ett+1 = lt   Et(lt+1) + Etmt+1
t   Ett+1 = lt 1   lt +mt   lt + Et(lt+1)  Etmt+1 = lt
Suponiendo que la tasa de crecimiento monetario viene dada por:
mt+1 = mmt + "
m
t+1 : Etmt+1 = mmt
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Et(lt+1) = 
 1 (1 +  + ) lt    1lt 1  
 
 1   m

mt
Matricialmente la ecuación anterior más la dinámica de la perturbación puede
escribirse como: 
lt
Et(lt+1)
!
=
 
0 1
  1  1 (1 +  + )
! 
lt 1
lt
!
+
 
0
m    1
!
mt
Dado que lt 1 es predeterminada, el sistema es estable y tiene solución única si
tiene un autovalor dentro del círculo unitario y otro fuera del círculo unitario.
Los autovalores del sistema vienen dados por:
P () =
  1 (1 +  + )     11  
 = 2    1 (1 +  + )+  1 = 0
Dicho polinomio presenta estas características:
P (0) =  1 > 0 : P (1) =   1 < 0 : P ( 1) =   2 < 0 : P (1) =1
1 + 2 = 
 1 (1 +  + ) > 1 : 12 = 
 1 > 1
con lo que existen dos raíces reales que verican:
0 < 1 < 1 < 
 1 < 2
Solución.
De nuevo es factible obtener la solución a través del cálculo de autovalores
y autovectores. Los autovalores del sistema cumplen:
(A  iI)v = 0
e1i   ie2i = 0 :   1e1i +  1 (1 +  + ) e2i = ie2i
e11 = 1 : e21 = 1 : e12 = 1 : e22 = 2
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Por tanto la matriz de autovectores y su inversa vienen dados por:
P =
 
1 1
1 2
!
: P 1 =
1
2   1
 
2  1
 1 1
!
El sistema original puede expresarse en función de las variables auxiliares, x
e y, como: 
xt
Etyt+1
!
=
 
1 0
0 2
! 
xt 1
yt
!
+ P 1
 
m    1
0
!
mt
donde
P 1
 
lt
Et(lt+1)
!
=
 
xt
Etyt+1
!
Desacoplado el sistema original, calculamos las soluciones para dichas vari-
ables auxiliares:
xt = 1xt 1 +
m    1
2   1 mt ) Etyt+1 = 2yt  
1  m
 (2   1)mt
Dado que 2 > 1; la solución estable para yt se encuentra resolviendo
hacia delante su ecuación dinámica:
yt =
1
2
1  m
 (2   1)
1X
i=0
 i2 Etmt+i =
1  m
 (2   1) (2   m)
mt
Deshaciendo la transformación:
1
2   1
 
2  1
 1 1
! 
lt 1
lt
!
=
 
xt 1
yt
!
y por tanto, la solución estable es:
 1lt 1 + lt = yt = 1  m
 (2   m)
mt
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lt = 1lt 1 +
1  m
 (2   m)
mt
El output gap y el output siguen la misma ley dinámica que los saldos reales
mientras que la inación viene dada por:
t = lt 1   lt +mt =  (1  L) 1  m
 (2   m)
mt
1  1L +mt
(1  1L)t =  (1  L) 1  m
 (2   m)
mt + (1  1L)mt
(1  1L)t = 1
 (2   m)
[(2   1)mt   m(1  1)mt 1]
Un aumento en la tasa de crecimiento monetario eleva los saldos reales,
el output, el output gap y la tasa de inación. El grado de persistencia de las
perturbaciones monetarias dependen del parámetro 1 que a su vez depende
de los dos parámetros de este modelo,  y :
Efecto de los shocks tecnológicos.
Supongamos de nuevo que el shock tecnológico viene modelizado a partir
de:
zt = zt 1 + "t ) Etzt+1 = zt
y por tanto mt = 0. Las ecuaciones del modelo son (4.56), (4.59) y (4.60),
a las que hay que añadir la relación entre producción natural y shock tec-
nológico.
La ecuación dinámica para los saldos reales es:
ynt =  yzzt + y
Et(lt+1) = 
 1 (1 +  + ) lt    1lt 1    1 yzzt ((4.61))
En forma matricial tenemos: 
Et(lt+1)
lt
!
=
 
 1 (1 +  + )   1
1 0
! 
lt
lt 1
!
+
 
  1 yz
0
!
zt
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El modelo es exactamente igual que el anterior por lo que aplicaremos resul-
tados anteriores.
Las variables auxiliares vienen dadas por:
Etxt+1 = 2xt+
  1 yz
2   1 zt ) xt =
 1 yz
(2   )(2   1)zt : yt = 1yt 1+
 1 yz
1   2
1
2   1
 
1  1
 1 2
! 
Et(lt+1)
lt
!
=
 
 1 yz [(2   )(2   1)] 1Etzt+1
yt
!
La dinámica para los saldos reales tiene como solución:
lt+1 = 1lt +
 1 yz
2    zt+1
A partir de la LM expresada en términos de output gap:
~yt = lt   ynt ) (1  1L)~yt =
 yz
2   
 
 1   1 zt + 1zt 1
mientras que el output, yt = ~yt + ynt .
(1  1L)yt =
 yz
 1
2    zt
El nivel de empleo de equilibrio podemos obtenerlo a partir de la función
de producción (1  )nt = yt   zt:
(1  ) (1  1L)nt =
 
 yz
 1
2      1
!
zt + 1zt 1
Finalmente, la tasa de inación es:
t =  (1  L)lt ) (1  1L)t =  (1  L) 1 yzzt
Los resultados anteriores indican que un shock tecnológico positivo eleva
la producción y los saldos reales, sin embargo provoca una disminución del
341
output gap, disminuye la tasa de inación y el efecto sobre el nivel de empleo
de equilibrio depende de los parámetros de calibración.
El parámetro  yz viene dado por:
 yz = c
1 + '
c ('+ ) + (1  )
La solución para el nivel de empleo entocnes puede escribirse como:
(2   ) (1  ) (1  1L)nt =
(1  ) 1c 1 + '
c ('+ ) + (1  )   (2   )

zt + 1 (2   ) zt 1
Si la elasticidad de sustitución en el consumo es baja, el efecto del shock
tecnológico probablemente es negativo, ya que disminuye el tipo de interés
real, reducción que es mayor cuanto más baja sea c, lo que provoca un
aumento en el consumo y un desplazamiento de la oferta de trabajo hacia la
izquierda.
r^nt = r
n
t   r =
1
c
 yzEtzt+1
El caso de un paseo aleatorio.
Podemos considerar un caso particular en el que la tecnología sigue un
paseo aleatorio y comparar sus efectos con los derivados de cambios mone-
tarios cuando la oferta monetaria sigue también un paseo aleatorio. Esto es,
las variables exógenas vienen dadas por:
zt = zt 1 + "zt : mt = "
m
t
Con el n de simplicar el análisis supondremos además que c = ' = 1,
esto es, la elasticidad de sustitución intertemporal del consumo es uno y la
elasticidad de Frisch de la oferta de trabajo también es igual a la unidad. En
este caso concreto
 yz = 1  ) ynt = (1  )zt
El modelo debe reformularse teniendo en cuenta que los shocks aleatorios
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tienen efectos permanentes por lo que ahora los saldos reales y el output
no son estacionarias. Debemos denir ahora los saldos reales de la siguiente
manera:
~lt = lt   zt
Ahora la ecuación de equilibrio monetario es:
~yt = lt   ynt = ~lt
La identidad de los saldos reales:
lt 1 = lt + t  mt
~lt 1 = ~lt + t +mt   "zt
Sustituyendo la inación y el output gap en la curva NKPC obtenemos la
ecuación dinámica para los saldos reales:
~lt 1   ~lt +mt   "zt = ~lt + Et

~lt   ~lt+1 +mt+1 + "zt+1

Et~lt+1 = 
 1(1 +  + )~lt    1~lt 1    1"mt +  1"zt
Ecuación que tiene la misma estructura dinámica que (4.61). Los saldos
reales vienen dados por y teniendo en cuenta que 12 = 
 1:
lt+1 = 1lt    
 1
2
"mt+1 ) lt+1 = 1lt + 1"mt+1
El output gap tiene la misma solución.
~yt = 1~yt 1 + 1"mt+1
Mientras que la tasa de inación:
(1  1L)t = 1"mt 1   1"mt + (1  1L)"mt
(1  1L)t = (1  1)"mt
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Inequívocamente una perturbación monetaria permanente eleva la tasa de
inación de forma transitoria, pero sí produce un aumento permanente en el
nivel de precios.
El efecto de una perturbación tecnológica sobre los saldos reales y el
output gap puede calcularse a partir de las soluciones:
~lt+1 = 1~lt   1"at+1 : ~yt = 1~yt 1   1"at+1
lt+1   zt+1 = 1(lt   zt)  1"at+1 ) lt+1 = 1lt + (1  1)zt+1
Un shock tecnológico permanente disminuye el output gap de forma tran-
sitoria mientras que provoca una elevación permanente sobre los saldos reales,
consecuencia de la reducción permanente que se produce en la tasa de in-
ación.
 (1  1L)t = (1  1)zt
Dado que el output gap está relacionado positivamente con el nivel de
empleo, éste caería para ir gradualmente aumentando hacia su nivel de equi-
librio estacionario.
4.7.3. Solución en el modelo ampliado.
Obtenidas las soluciones en el modelo sencillo, ahora relajamos el supuesto
h = 0:
La razón fundamental es que con el supuesto simplicador no podemos
obtener la dinámica para el tipo de interés nominal ni podemos observar la
existencia de un efecto liquidez que el modelo ampliado es capaz de replicar.
Diferenciando la curva LM y despejando la tasa de inación esperada de
la curva DIS, obtenemos la relación entre tipo de interés y tasa de crecimiento
monetario.
Et(mt+1  mt)  Ett+1 = Et (~yt+1   ~yt)  h(it+1   it)
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A partir de la DIS:
Ett+1 =   1
c
(Et~yt+1   ~yt) + it
it =
h
1 + h
it+1 +
1
1 + h
Etmt+1 +
1  c
c (1 + h)
Et (~yt+1   ~yt)
ecuación dinámica que resuelta hacia delante (forward):
it =

1 + h(1  )mt +
1  c
c (1 + h)
1X
i=0

h
1 + h
i
Etyt+i+1
Esto es, el tipo de interés nominal responde positivamente a las perturba-
ciones de demanda. Sólo cuando c sea lo sucientemente alto y/o la per-
sistencia de la perturbación tecnológica sea baja, un aumento en la tasa de
crecimiento monetario puede conducir a una reducción en el tipo de interés.
El sistema ampliado con h > 0; viene dado por la ecuación DIS, la curva
de equilibrio monetario LM, la dinámica de los saldos reales y la NKPC.
~yt = Et~yt+1   cEt(it   t+1   rnt )
~yt   hit = lt   ynt
lt = lt 1   t +mt
t = Ett+1 + ~yt
Expresado en forma matricial:264 1 0 01 hc h
0 0 
375
264 ltEt~yt+1
Ett+1
375 =
264 1 0  10 1 + hc 0
0   1
375
264 lt 1~yt
t
375+
+
264 1 0 00 h 1
0 0 0
375
264 mtrnt
ynt
375
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264 ltEt~yt+1
Ett+1
375 =
264 1 0  1 ch ch + 1 + c 1 c   1h    1
0   1  1
375
264 lt 1~yt
t
375+
+
264 1 0 0 ch c ch
0 0 0
375
264 mtrnt
ynt
375
Resolución.
Descomponemos la matriz de coecientes A = PP 1 y denimos el
vector de variables auxiliares como:
P 1
264 xtEts1t+1
Ets2t+1
375 =
264 ltEt~yt+1
Ett+1
375
de tal forma que desacoplamos el sistema para obtener:264 xtEts1t+1
Ets2t+1
375 = 
264 xt 1s1t
s2t
375+ P 1B
264 mtrnt
ynt
375
donde  es la matriz diagonal de autovalores que verica 0 < 1 < 1 y 2 y
3 > 1:
Las expresiones dinámicas para las variables auxiliares son:
xt = 1xt 1 + t : Ets1t+1 = 2s1t + !t : Ets2t+1 = 3s2t + t
donde
t = r11mt+r12r
n
t +r13y
n
t : !t = r21mt+r22r
n
t +r23y
n
t : t = r31mt+r32r
n
t +r33y
n
t
y los rij son los elementos de la matriz P 1B:
Las soluciones estables para las ecuaciones dinámicas de las variables con
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raíces superiores a la unidad vienen dadas por:
s1t =   12
1X
i=0
 i2 Et!t+i : s2t =   13
1X
i=0
 i3 Ett+i
donde
l{m
i!1
 i2 Ets1t+i = 0 yl{m
i!1
 i3 Ets2t+i = 0
Deshaciendo el cambio de variable obtenemos:
p11lt + p12Et~yt+1 + p13Ett+1 = xt
p21lt + p22Et~yt+1 + p23Ett+1 = Ets1t+1
p31lt + p32Et~yt+1 + p33Ett+1 = Ets2t+1
donde pij son los elementos de la matriz inversa de autovectores.
A partir de las dos últimas y aplicando Cramer podemos expresar Et~yt+1
y Ett+1 en función de las variables auxiliares y de lt:
Et~yt+1 = P
 1
11 (P12lt + p33Ets1t+1   p23Ets2t+1)
Ett+1 = P
 1
11 (P13lt   p32Ets1t+1 + p22Ets2t+1)
donde cada Pij es el menor complementario del elemento pij:
De esta forma obtenemos xt en función de lt:
P11xt = p11P11lt+p12(P12lt+p33Ets1t+1 p23Ets2t+1)+p13(P13lt p32Ets1t+1+p22Ets2t+1)
P11xt =
P 1 1 lt   P21Ets1t+1   P31Ets2t+1
Sustituyendo en la ecuación dinámica de la variable auxiliar xt obtenemos la
ecuación dinámica para los saldos reales:
P 111
hP 1 1 lt   P21Ets1t+1   P31Ets2t+1i = 1P 111 hP 1 1 lt 1   P21Ets1t   P31Ets2ti+t
lt = 1lt 1 +
P 1 1 f[P21(Ets1t+1   1s1t) + P31(Ets2t+1   1s2t)] + P11tg
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Con las expresiones y las soluciones para las variables auxiliares, nalmente
obtenemos la ecuación para los saldos reales en función de las variables exó-
genas.
lt = 1lt 1+
P 1 1 fP21(2   1)s1t + P21!t + P31(2   1)s2t + P31t + P11tg
lt = 1lt 1 +
P 1 1   P21(2   1) 12 1X
i=0
 i2 Et!t+i +
P 1 1 P21!t+
  P 1 1 P31(2   1) 13 1X
i=0
 i3 Ett+i +
P 1 1 P31t + P 1 1 P11t
Shocks monetarios.
Consideremos ahora el efecto de un shock a la tasa de crecimiento mon-
etario y por tanto rnt = 0 e y
n
t = 0:
Las variables exógenas vienen dadas por:
t = r11mt : !t = r21mt : t = r31mt
y
Et!t+i = r21Etmt+i = r21
i
mmt : Ett+i = r31
i
mmt
La ecuación de los saldos reales en función de la tasa de crecimiento
monetario resultante de lo anterior es:
lt = 1lt 1 +
P 1 1P11r11 + P21r211   m
2   m
+ P31r31
1   m
3   m

mt
lt = 1lt 1 +  lmmt ) lt =
 lmmt
1  1L
Sustituyendo la expresión anterior en la ecuación de los saldos reales obten-
emos la dinámica de la tasa de inación.
(1  1L)t = (1   lm)mt + ( lm   1)mt 1
Adelantando ésta y aplicando el operador de expectativas obtenemos
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Ett+1 que sustituida nalmente en la NKPC nos da tanto la solución para
el output como para el output gap.
(1  1L)~yt = [(1   )(1  )   (1  1)]mt+
+ [1(1   )+    1] mt 1
yt = ~yt + y
n
t
Finalmente, podemos obtener tanto la dinámica del tipo de interés nominal
a partir de la curva LM como del tipo de interés real a partir de su denición.
it =
~yt   lt + ynt
h
h(1  1L)it = [(1   )(1  )   (1  1)]mt+
+ [1(1   )+    1] mt 1    lmmt
Shocks tecnológicos.
De igual forma podemos calcular los efectos de un shock a la tecnología,
teniendo en cuenta que ahora:
t = r12r
n
t + r13y
n
t = (1  )(r12(z   1) + r13)zt
!t = r22r
n
t + r23y
n
t = (1  )(r22(z   1) + r23)zt
t = r32r
n
t + r33y
n
t = (1  )(r32(z   1) + r33)zt
y con los parámetros de la calibración aplicados se simplican a:
rnt = Etzt+1 = (z   1)zt : ynt = (1  )zt
La solución para los saldos reales viene dada por:
lt = 1lt 1+
P 1 1P11(r12(z   1) + r13) + P21(r22(z   1) + r23)1   z2   z

zt+
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+
P 1 1 P31(r32(z   1) + r33)1   z3   z zt
lt = 1lt 1 +  lzzt ) lt =
 lz
1  1Lzt
A partir de los saldos reales:
t =  (1  L)lt ) t =  (1  L)  lz
1  1Lzt
A partir de la NKPC:
t   Ett+1 =   lz
1  1L(zt   zt 1) + 
  lz
1  1L(Etzt+1   zt) = ~yt
~yt(1  1L) =   lz [(1  (z   1))zt + zt 1]
El output viene dado por:
yt = ~yt + y
n
t ) yt =
  lz [(1  (z   1))zt + zt 1]
(1  1L) + (1  )zt
Y nalmente, el tipo de interés nominal:
hit = yt   lt ) it(1  1L) =   lz [(1  (z   1))zt + zt 1]
h
+(1  )(1  1L)zt    lzzt
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4.8. Apéndice 4.1.
Cálculo de varianzas y covarianzas en el modelo monetario.
yt = (1  )(mt   Et 1mt) + (1  )(mt 1   Et 1mt 1)
1  L +
(1  )zt
1  L
V ar(yt) = (1  )22m +
2(1  )2
1  2 
2
m +
(1  )2
1  2 
2
z
V ar(yt) =
(1  )2
1  2 
2
m +
(1  )2
1  2 
2
z
wt   pt = (mt   Et 1mt) + (1  )(mt 1   Et 1mt 1)
1  L +
zt
1  L
V ar(wt   pt) = 22m +
2(1  )2
1  2 
2
m +
(1  )2
1  2 
2
z
V ar(wt   pt) = 2(1  )
1  2 
2
m +
(1  )2
1  2 
2
z
Cov(wt   pt; yt) = E [(wt   pt)yt] = E [(yt   "mt )yt] = E(y2t )  E("mt yt)
E("mt yt) = E

"mt ((1  )"mt +
(1  )
1  L "
m
t 1

= (1  )2m
Cov(wt   pt; yt) = (1  )
2
1  2 
2
m +
(1  )2
1  2 
2
z   (1  )2m =
 (1  )2
1  2 
2
m
4.9. Apéndice 4.2.
Cálculo de:
(1  )
1X
i=0
iEt i ln

Et iM
1+'
t
 1
1+'
Ya que la masa monetaria es log-normal, utilizamos:
ln

Et iM
1+'
t
 1
1+' = Et imt + (1 + ')
V art i(mt)
2
mt = mt i +
"mt
1  L + ::::+
"mt i+1
1  L
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Et imt = mt i +
"mt i
1  L + ::::+
i"mt i
1  L = mt i +
(1  j)
(1  )(1  L)"
m
t i
Por tanto, el error de predicción viene dado por:
mt   Et imt = (1 + + ::+ i 1)"mt i+1 + (1 + + ::+ i 2)"mt i+2 + :::+ "mt
mt   Et imt = 1  
i
1   "
m
t i+1 +
1  i 1
1   "
m
t i+2 + :::+ "
m
t
Y por tanto, la varianza condicionada a la información en t  i.
V art i(mt i) = Et i

(mt   Et imt)2

= 2"
"
1  i
1  
2
+

1  i 1
1  
2
+ :::+ 1
#
V art i(mt i) =
2"
(1  )2

i  2(1  
i)
1   +
2(1  2i)
1  2

Por tanto, sustituyendo en la expresión buscada.
(1 )
1X
i=0
iEt i ln

Et iM
1+'
t
 1
1+' = (1 )
1X
i=0
i

mt i +
(1  j)
(1  )(1  L)"
m
t i

+
+(1  )
1X
i=0
i
(1 + ')2"
2 (1  )2

i  2(1  
i)
1   +
2(1  2i)
1  2

El primer sumando tiene la siguiente expresión:
1X
i=0
i

mt i +
(1  j)
(1  )(1  L)"
m
t i

= mt   
(1  L)(1  L)"
m
t
(1 )
1X
i=0
i
(1 + ')2"
2 (1  )2

i  2(1  
i)
1   +
2(1  2i)
1  2

=
(1 + )(1 + ')
2(1  )(1  2)(1  )
2
"
Cálculo de la autocorrelación del output.
yt =
(1  )
(1  L)(1  L)(1  L)"
m
t
yt =

a
1  L +
b
1  L

"mt : a =  
(1  )
1   (1  ) : b =
(1  )
1   (1  )
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V ar (yt) =

a2
1  2 +
b2
1  ()2 +
2ab
1  ()

2"
yt k =
"
a
1X
i=0
i"mt k i + b
1X
i=0
()i "mt k i
#
Dado que E(i"mit "
m
t k i) = 0 8k 6= i
Cov(yt;yt k) = E

(ytyt k)
2 =
24 a2k
1  2 +
b2 ()k
1  ()2 +
ab

k + ()k

1   ()
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4.10. Apéndice 4.3.
Deducción de la curva de Phillips, con jación de precios à la Calvo
(1983).
Las empresas sólo pueden cambiar el precio que jan en un cierto peri-
odo. El porcentaje de empresas que cambian su precio es 1    que es por
tanto la probabilidad de que una empresa cambie su precio en un momento
determinado. La distribución de probabilidad sigue un proceso de Bernouilli,
esto es, llegado un momento del tiempo la empresa cambia o no cambia su
precio, decisión que es independiente del lapso temporal transcurrido desde
el último cambio de precio.
Veamos el problema para la empresa. Sea P  el precio de la empresa que
decide cambiar su precio y consideremos el problema de la maximización del
valor descontado de sus benecios.
Max
fP t g
Et
1X
k=0
Mt;t+k
 
P t Y
i
t+k   CT (Yt+kjt

sujeto a las restricciones siguientes:
Y it+k =

P 
Pt+k
 
Yt+k : Y
i
t = (ZtNt)
1 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De tal forma el coste total puede expresarse como:
Wt+kN
i
t+k = t+kZt+kN
i
t+k = t+kY
i
t+k = t+k

P 
Pt+k
 
Yt+k
Por tanto, el valor esperado de los benecios futuros de la empresa i, vienen
dados por:
Max
fP t g
Et
1X
k=0
kMt;t+k
Pt
Pt+k
 
P t

P t
Pt+k
 
Yt+k   CTt+kjt
 
P 
Pt+k
 
Yt+k
!!
La condición de primer orden es:
P t =

   1
Et
kMt;t+k
 
P t+k
R
t+kjtYt+k

EtkMt;t+k
 
P  1t+k Yt+k
 : Rt = tPt = CMaPt = WtPt @N
j
t
@Y jt
Nótese que en el caso de no existir ningún tipo de rigidez de precios,  = 0 y
obtenemos la conocida regla de jación de precios en competencia monopolís-
tica.
P t =

   1t
La jación óptima del precio por parte de la empresa queda linealizado como:
P^ t = ln

   1 + (1  )Et
1X
k=0
kk(^
R
t+k + P^t+k)
Calculemos la diferencia entre el coste marginal real esperado y el coste mar-
ginal, teniendo en cuenta que ln 
 1 =  ^
R
t y
^
R
t = W^t   P^t   ln(1  )  (1  )Z^t + 
Y^t   (1  )Z^t
1  
E^
R
t+kjt   ^
R
t+k =

1  (EtY^t+k   Y^t+k)
Sustituyendo la demanda:
^
R
t+kjt   ^
R
t+kjt =  

1  (P^

t   P^t+k)
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P^ t   P^t 1 =  

1  P^

t +(1 )Et
1X
k=0
kk(^
R
t+k+
1  + 
1   P^t+k  P^t 1)
Desarrollando la suma y expresando el segundo término en tasas de inación:
P^ t   P^t 1 =  P^t 1 + (1  )Et
1X
k=0
kk(
1  
1  +  ^
R
t+k + P^t+k   P^t 1)
P^ t  P^t 1 = 
"
(1  ) 1  
1  + Et
1X
k=0
kk^
R
t+k+1 + Et
1X
k=0
kk^t+k+1
#
+(1 ) 1  
1  +  ^
R
t +^t = Et(P^

t+1 P^t)+(1 )
1  
1  +  ^
R
t +(1 )(P^ t  P^t 1)
P^ t   P^t 1 = Et(P^ t+1   P^t) + (1  )
1  
1  +  ^
R
t + (1  )(P^ t   P^t 1)
El nivel de precios sabemos que viene dado por el agregador CES.
Pt =
Z 1
0
 
P it
1 
di
 1
1 
En este problema, hay un porcentaje de empresas ;que no pueden cambiar
su precio y una fracción 1   que sí lo cambia.
Por tanto, dicho nivel de precios viene dado por:
Pt =
Z 1 
0
(P t )
1  +
Z 1
1 
(Pt 1)
1  di
 1
1 
=

(1  ) (P t )1  +  (Pt 1)1 
 1
1 
La ecuación para el nivel de precios que log-linealizada viene dada por:
^t = (1  )(P^ t   P^t)
Sustituyendo ésta en la condición de optimización de primer orden, obten-
emos la NKPC.
^t = Et^t+1 +
(1  )(1  )

1  
1  +  ^
R
t
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Finalmente, queda expresar la curva de Phillips en función del output
gap.
lnRt = (wt   pt)  (yt   nt + ln(1  ))
Sustituyendo el salario real por la condición de optimización de la economía
doméstica y el nivel de empleo por la función de producción:
wt   pt = 1
c
yt + 'nt : nt =
yt   (1  )zt
1     yt   ln(1  )
lnRt =
1
c
yt + 'nt   yt + yt   (1  )zt
1   + ln(1  ))
lnRt =
c ('+ ) + (1  )
(1  )c yt   (1 + ') zt + ln(1  )
El margen en el caso de exibilidad de precios es:
lnRnt =   =
c ('+ ) + (1  )
(1  )c y
n
t   (1 + ') zt + ln(1  )
^
R
t = 
R
t   Rn =
c ('+ ) + (1  )
(1  )c (yt   y
n
t )
Sustituyendo en la curva de Phillips.
^t = Et^t+1 + (yt   ynt )
 =
(1  )(1  )

1  
1  + 
c ('+ ) + (1  )
(1  )c
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CAPITULO 5
EXTENSIONES DEL MODELO DE
CICLO REAL
El modelo básico de Ciclo Económico Real ha sido ampliado en múltiples
direcciones dada su exibilidad para incorporar nuevos elementos o mod-
icar las parametrizaciones iniciales. Como no podría ser de otra forma,
el objetivo en gran medida nal de la amplia investigación en este campo
se ha dirigido a intentar demostrar si el modelo es capaz de replicar mejor
las propiedades estadísticas de las series macroeconómicas. Con toda se-
guridad, la modelización del mercado de trabajo ha recibido una especial
atención, dada la incapacidad del modelo básico de explicar determinados
hechos característicos. El esfuerzo pionero en este sentido fue liderado por
Hansen al modelizar el margen extensivo y generar una función de oferta de
trabajo totalmente elástica, aunque progresivamente otras hipótesis alterna-
tivas acerca del funcionamiento del mercado de trabajo han sido incluidas
en el modelo básico, siendo de especial relevancia el enfoque de búsqueda
y emparejamiento (search and matching) o la incorporación del modelo de
salarios de eciencia.
El modelo neoclásico de crecimiento ha ido incorporando sucesivamente
otras fuentes de perturbación y comprobar si éstas pueden dentro de su marco
teórico explicar también los hechos estilizados del ciclo económico, competir
con los shocks tecnológicos como posible fuente de las uctuaciones cíclicas o
acompañar a éstos como condición necesaria para mejorar las predicciones del
modelo. La inclusión de otras variables, por ejemplo de política scal, es lo
que se ha denominado en la literatura, incrementar la dimensión estocástica
del modelo.
En este capítulo ofrecemos una serie de elementos innovadores que han
ido contribuyendo a enriquecer el modelo original de crecimiento neoclásico.
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5.1. El papel de la relación marginal de
sustitución intertemporal en la oferta
de trabajo.
El supuesto de trabajo divisible es la forma más sencilla de incluir la
oferta de trabajo dentro de la función de utilidad de los individuos. Se
asume que todos los individuos están trabajando y cada uno de ellos dispone
de una disponibilidad de tiempo ja que reparte de forma óptima entre ocio
y trabajo. Por tanto, los cambios en el salario real afectan únicamente a
lo que se denomina el margen intensivo, esto es, al número de horas que el
individuo desea trabajar.
Existe un abundante cuerpo de literatura que se ha centrado en la oferta
de trabajo y más especícamente en el mercado de trabajo dentro de los
modelos de Ciclo Real. Este conjunto de investigaciones ha sido motivado
por cuatro dicultades básicas encontradas en el modelo básico.
1. Los modelos de Ciclo Real necesitan una elasticidad de la oferta de
trabajo con respecto al salario real muy alta en relación a los parámetros esti-
mados en estudios de corte microeconómico. Dicho de otra forma, el ratio de
desviaciones estandar de horas en relación a los salarios reales es demasiado
alto en el modelo. La razón es bastante fácil de deducir, los shocks tecnológi-
cos alteran la demanda de trabajo y dada la baja elasticidad de la oferta
de trabajo con respecto a los salarios reales, todo el ajuste del cambio en la
productividad total de los factores tendría que se absorbido por los salarios
y no tanto por el empleo, con lo que el modelo predice un comportamiento
fuertemente procíclico de éstos mientras que los datos nos señalan que en el
mejor de los casos los salarios reales son débilmente procíclicos. Reconciliar
el modelo con los datos implicaría suponer una alta elasticidad de la oferta de
trabajo con lo que el cambio en la demanda se traduciría en cambios sustan-
ciales en el empleo y no tanto en los salarios. Sin embargo, las estimaciones
de la oferta de trabajo a nivel microeconómico no son altas.
2. Toda la variación en horas trabajadas a nivel agregado en los modelos
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de Ciclo Real se deben únicamente a cambios en horas por trabajador, mien-
tras que la experiencia en los mercados de trabajo es que dicha variación se
debe a cambios en el número de empleados. Esto es, los datos nos enseñan
que la volatilidad en las horas trabajadas es debida al margen extensivo, la
diferencia entre estar trabajando o no, mientras que la sustitución de trabajo
por ocio en el margen intensivo es lo usual en los modelos RBC estándar,
debido a la utilización de trabajo divisible.
3. Los datos agregados de horas trabajadas presentan mayor volatilidad
que la que generan los modelos de Ciclo Real.
4. Mientras que la productividad del trabajo y la producción es moderada,
los modelos de Ciclo Económico Real predicen una alta correlación entre
ambas variables. Básicamente, el modelo no permite distinguir entre salario
real y productividad, y la razón de ello se encuentra en que la utilización de
la función Cobb-Douglas y el supuesto de competencia perfecta da lugar a
que:
Wt
Pt
= (1  )KN  = (1  ) Yt
Nt
= FN(Kt; Nt)
wt   pt = ln(1  ) + yt   nt
Esto es, la productividad marginal del trabajo, que es igual al salario real
es exactamente igual al producto medio cuando linealizamos la condición de
equilibrio.
Por tanto, si los ciclos son causados por shocks de productividad, la cor-
relación entre salarios y producción debería ser alta mientras que en la reali-
dad es sólo moderada. Como hemos comentado, el problema reside en parte
en la función de producción utilizada, del tipo Cobb-Douglas, que implica
un producto marginal proporcional al producto medio, e iguales cuando se
linealiza la demanda de trabajo.
Uno de los principales problemas que presenta el modelo de Ciclo Real es
que la elasticidad de sustitución intertemporal en la oferta de trabajo debe
ser muy alta para generar resultados plausibles en relación a la correlación
entre horas de trabajo y salarios reales, o lo que es lo mismo, necesita que
la curva de oferta de trabajo sea muy elástica. La alta sustitución en lal
oferta de trabajo ha sido un importante mecanismo de propagación en los
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modelos clásicos desde el trabajo de Lucas y Rapping (1969). La idea es que
los individuos están dispuestos a sustituir ocio por trabajo en periodos en los
que los salarios son transitoriamente más altos.
En un modelo estático, un incremento en el salario produce un efecto
sustitución que aumenta el número de horas trabajadas y el consumo así
como un un efecto renta que opera en sentido contrario. En un modelo
dinámico, el efecto del cambio en el salario es más complejo porque el efecto
renta depende de si el cambio en el salario es permanente o transitorio. Un
cambio transitorio en el salario tienen un fuerte efecto sustitución y un efecto
renta pequeño.
Consideremos la siguiente función de utilidad, separable en consumo y
ocio.
U(Ct; `t) = lnCt + A
`1 t   1
1   :  > 0 :  6= 1
y la restricción presupuestaria intertemporal
1X
t=0
Ct
(1 + r)t
=
1X
t=0
WtNt
(1 + r)t
Las condiciones de primer orden vienen dadas por:
1
Ct
= t
A(1 Nt)  = tWt
y la curva de oferta de trabajo linealizada es:
 
1 N dNt =
dWt
W
+
dt

N^t =

1 N
N

(W^t + ^t) ((5.1))
La relación entre horas trabajadas entre dos periodos consecutivos y la elas-
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ticidad de sustitución intertemporal viene dada por:
`t+1
`t
=
1 Nt+1
1 Nt =

(1 + rt+1)
Wt
Wt+1
1=
Por otra parte, la elasticidad de sustitución intertemporal en el ocio viene
dada por:
` =
d ln(`t=`t+1)
d ln(Wt=Wt+1)
=  1

y la elasticidad de sustitución intertemporal en las horas trabajadas (véase
apéndice 1):
n =
d ln

Nt
Nt+1

d ln

Wt
Wt+1
 =  1 N
N
` =
1 N
N
N^t = n(W^t + ^t)
De dichos resultados podemos hacer dos observaciones:
1. Un cambio transitorio en el salario entre los dos periodos conduce a
un aumento en la oferta de trabajo hoy y a una disminución en el ocio. Por
contra, una elevación permanente en los salarios relativos deja inalterada la
oferta de trabajo.
2. En el ejemplo anterior, n = 1 NN es la elasticidad de Frisch de la
oferta de trabajo,  constante, que mide la elasticidad en la oferta de trabajo
con respecto al salario real, manteniendo constante la utilidad marginal del
consumo.
Si  = 1, la utilidad es logarítmica en ocio y para una fracción de las
horas trabajadas en estado estacionario , N = 0:2, dicha elasticidad nos da
un valor de 4, esto es un cambio en el salario real de un 1 % genera un
aumento en las horas trabajadas de un 4 % si el efecto renta es pequeño (
constante).
Sin embargo, la evidencia microeconómica sobre los valores de dicha elas-
ticidad, que aunque varía sustancialmente dependiendo del género, se estima
que es mucho menor que la unidad. Las estimaciones de Pencavel (1986) o
Mankiw, Rotemberg y Summers (1985) así lo conrman.
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King y Rebelo (1999) estiman los efectos de reducir la elasticidad in-
tertemporal de la oferta de trabajo a 1 y comprueban que se produce una
importante reducción en la volatilidad del output, sin embargo el modelo
pierde capacidad para generar uctuaciones en el empleo.
En el gráco 5.1. observamos el efecto de la perturbación tecnológica
sobre el mercado de trabajo clásico y cómo el nivel de empleo y el salario
real son sensibles a la elasticidad de sustitución intertemporal en la oferta
de trabajo. En S1; n es alta, mientras que en S2 es baja. Como hemos co-
mentado anteriormente, el modelo necesita de una alta sustituibilidad para
generar predicciones en línea con los datos empíricos pero las estimaciones
a nivel microeconómico no conrman una alta elasticidad de sustitución in-
tertemporal.
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5.2. Modelizando el margen extensivo.
Hansen (1985).
Los investigadores con modelos RBC han explorado algunas formas de
mejorar la respuesta de la oferta agregada de trabajo centrándose en mod-
elizar el margen extensivo, es decir, en la decisión del individuo de trabajar
un número de horas determinado o por contra no trabajar y dejar a un lado
el margen intensivo esto es, que el mecanismo de la alta sustituibilidad entre
horas de trabajo y ocio no sea necesario en el modelo.
Es más, desde el punto de vista empírico, la mayor parte de las uctua-
ciones en las horas trabajadas se deben no a cambios en el número de horas
por trabajador sino todo lo contrario a las variaciones en el desempleo, esto
es, en el número de ocupados.
Si partimos de la siguiente identidad
H = hN
donde H es el número agregado de horas, h el número de horas por empleado
y N el número de ocupados, tenemos que:
V ar(lnH) = V ar(lnh) + V ar(lnN) + 2Cov(lnh; lnN)
Hansen (1985) estima que:
V ar(lnN)
V ar(lnH)
= 0:55 :
V ar(lnh)
V ar(lnH)
= 0:20
es decir, más de la mitad en la variabilidad de las horas totales trabajadas
viene explicada por la variación en el número de empleados y sólo un 20 %
de las mismas viene explicado por el margen intensivo o el número de horas
por trabajador.
Existen dos estrategias para modelizar el margen extensivo dentro del
análisis del ciclo económico.
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La primera es asumir que las economías domésticas son heterogéneas en
relación a sus salarios de reserva, debido a la existencia de costes de ir al
trabajo, enfoque convencional en economía laboral y que ha sido incorporado
en modelos de ciclo real por Cho y Cooley (1993).
La segunda es la desarrollada a partir de los trabajos de Rogerson (1988)
y aplicado al Ciclo Real por G. Hansen (1985) que asume que los individuos
son idénticos pero acuerdan participar en un contrato eciente que asigna, a
partir de un sistema de loterías, si un trabajador permanecerá ocioso o bien
trabajará. Este enfoque ha sido dominante en la literatura e implica que
toda la variación en las horas trabajadas se produce en el margen extensivo.
Una característica importante es la compatibilidad de una oferta de tra-
bajo a nivel agregado muy elástica con una elasticidad de la oferta de trabajo
individual inelástica.
Aunque idealmente las preferencias de un individuo pueden ser tales que
desee ofrecer un número de horas inferior a h, habitualmente cada individuo
tiene que elegir entre trabajar un número de horas jo h o no trabajar nada,
sin embargo esta elección no es convexa ya que incluye h = 0 y h = h; pero
no combinaciones lineales entre los dos, esto es, el trabajo es indivisible.
Recordemos que en los modelos de Ciclo Real se asume como restricción
que el tiempo total disponible del individuo se destina o bien a ofrecer trabajo
o bien a demandar ocio, esto es, en la notación que estamos utilizando:
ht + `t = 1
Esta relación es un conjunto convexo y el individuo representativo elige la
combinación de ht y `t que maximiza su utilidad, esto es, el trabajo es divis-
ible.
Sin embargo, si el número de horas ht = h es jo, la demanda de ocio es
ja tambien y la restricción deja de operar como conjunto convexo, o dicho
de otra forma, el número de horas de trabajo no es una variable de elección
para el individuo. Si asumimos que el número de horas por trabajador es jo,
el total de la variación en el número de horas trabajadas a nivel agregado
simplemente vendría explicado por la variación en el número de trabajadores
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ya que las horas por trabajador son constantes.
En todo caso, la elección del trabajador es de tipo discreto, o trabajar
h horas o no trabajar nada. El problema técnico es garantizar una solución
interior al problema del agente representativo, lo que implica introducir un
mecanismo de tal manera que el conjunto de posibilidades de elección sea
convexo.
La idea de Hansen de introducir un sistema de loterías permite convexi-
car el conjunto de elección del individuo.
Aceptar entrar en el mercado de trabajo implicaría participar en la lotería.
Supongamos que la probabilidad de ofrecer h es p, (trabajar) mientras que
la probabilidad de ofrecer 0 horas, (no trabajar), es 1   p. La probabilidad
p puede interpretarse como la proporción de la población que encontrará
trabajo. Si normalizamos ésta a 1, simplemente nos dará el número de em-
pleados.
Denotemos con Cey Cu, los niveles de consumo respectivos de aquellos
agentes que son asignados a trabajar y de los que permanecerán desemplea-
dos.
La utilidad esperada de un individuo antes de jugar la lotería es
E(u) = pu(Ce; 1  h) + (1  p)u(Cu; 1)
La asignación factible de consumo entre empleados y desempleados debe
vericar:
pCe + (1  p)Cu = C
donde C es el consumo total.
Maximizar la función de utilidad respecto a los niveles de consumo nos
da la denominada condición de reparto eciente del riesgo.
@u
@Ce
(c1; 1  h) = @u
@Cu
(c2; 1  h)
Para una función de preferencias separable en consumo y trabajo, dicha
condición implica que los niveles de consumo serán iguales independiente-
mente de la situación del individuo.
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Dicha condición implica que cada economía doméstica tiene acceso a con-
tratar un seguro en caso de que se encuentre en situación de desempleo,
esto es, paga una prima proporcional a la renta que se aseguraría en caso de
permanecer desempleado (esta condición es necesaria para eliminar la hetero-
geneidad ex-post, esto es, después del resultado de la lotería una proporción
trabajará y otra no).
El individuo representativo maximiza su utilidad esperada con la restric-
ción presupuestaria. En cada periodo, se enfrenta a dos posibles restricciones,
dependiendo de si está empleado o no.
Cet +K
e
t+1 = Wt
h+ (rt + 1  )Ket    tSt
con probabilidad p y
Cut +K
u
t+1 = (rt + 1  )Kut    tSt + St
con probabilidad 1  p:
Y donde,  tSt sería la prima pagada y St la compensación que recibiría
en caso de estar desempleado.
Planteando el lagrangiano, obtenemos las condiciones de óptimo:
L(Cet ; Cut ; C;Ket+1; Kut+1; C; t) = Et
1X
t=0
t

ptu(C
e
t ; 1  h) + (1  pt)u(Cut ; 1)

+
+etpt

Wth+ (rt + 1  )Ket    tSt   Cet  Ket+1

+
+tut (1  pt)

(rt + 1  )Kut    tSt   Cut  Kut+1 + St

Las condiciones de primer orden vienen dadas por:
@L
@Cet
= 0) uc(Cet ) = et :
@L
@Cut
= 0) uc(Cut ) = ut
@L
@St
= 0)  etp t + ut (1  p)(1   t) = 0
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@L
@Ket+1
= 0) etpt = Etet+1pt+1(rt+1 + 1  )
@L
@Kut+1
= 0) ut (1  pt) = Etut+1(1  pt+1)(rt+1 + 1  )
Cet +K
e
t+1 = Wt
h+ (rt + 1  )Ket    tSt
Cut +K
u
t+1 = (rt + 1  )Kut    tSt + St
Los benecios esperados de la aseguradora, t vienen dados por:
E(t) =  tCt   (1  p)Ct
Suponiendo rendimientos constantes, o competencia perfecta en el sector ase-
gurador nos daría un benecio esperado nulo y por tanto el porcentaje de
prima sobre la compensación sería igual a la probabilidad de estar desem-
pleado.
 t = 1  pt
Este supuesto implica que ut = 
e
t = t lo que nalmente implica que el
nivel de ahorro será el mismo en cualquiera de las dos situaciones, t =
Ett+1(rt+1 + 1  ); ya que la acumulación de capital es independiente de
las probabilidades de estar empleado o desempleado.
Además los niveles de consumo en las dos situaciones serán iguales:
u0(Cet ) = u
0(Cut ) = t
A partir de las restricciones presupuestarias, la compensación vendría
dada por St = Wth: Este resultado supone que los individuos se asegurarían
completamente ya que obtendrían la misma renta trabajando o no. El com-
portamiento de la economía doméstica es idéntico esté o no esté empleado,
lo que elimina completamente la heterogeneidad entre los individuos a través
de la posibilidad de contratar un seguro.
Apliquemos estos resultados a dos funciones de utilidad concretas.
En primer lugar, el modelo standard de trabajo indivisible asume que la
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función de utilidad es logarítmica y separable en consumo y ocio.
u(C; `) = lnC + ln((`))
En este caso, la utilidad esperada viene dada por:
E(u) = p

lnCe + ln (1  h)+ (1  p) [lnCu + ln (1)]
Dada la condición de igualdad de las utilidades marginales en el consumo.
1
Ce
=
1
Cu
) Ce = Cu
En este caso, la función de utilidad viene dada por:
E(u) = lnC +
1  `t
h
(ln (1  h)  ln (1)) + ln (1) = lnC +B (1  `t)
donde `t = 1  ph es el número medio de horas de ocio. Dado que Ht = ph
es el número agregado de horas, la función de utilidad es lineal en ocio o
en número de horas totales, donde B = 1h ln 
 
1  h   ln (1) < 0 es la
desutilidad marginal del trabajo.
Existen dos características notables en esta modelización.
En primer lugar, mientras que cada individuo tiene una elasticidad nita
de oferta de trabajo, (podemos pensar que es cercana a cero comos sugieren
los estudios de corte microeconómico), la economía en su conjunto actúa como
si estuviese formada por agentes con una elasticidad de la oferta muy alta.
En concreto el agente representativo para esta economía tiene preferencias
lineales en ocio, lo que implica una elasticidad innita para la oferta de
trabajo.
A partir de (5.1).
N^t =

1 N
N

(W^t + ^t)
para  ! 0; la elasticidad de Frisch para la oferta de trabajo tiende a innito.
En segundo lugar, en esta economía estar desempleado es óptimo, ya que
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la utilidad en esta situación es mayor que estar empleado (1) > (1  h).
Es interesante analizar por qué la elasticidad individual de la oferta de
trabajo diere de la de la economía en su conjunto y las consecuencias que
tiene para la determinación del output y del trabajo. Cuando calculamos
la elasticidad de la oferta de trabajo individual intentamos responder a la
cuestión de cuántas horas trabajaría más un individuo si el salario real cre-
ciese un 1 %. Pero esta cuestión es irrelevante si el número de horas es jo,
h o 0. En otras palabras, el margen intensivo no es operativo y por tanto su
elasticidad de respuesta es irrelevante.
Con la función de preferencias anterior un pequeño cambio en el salario
conduce a un efecto considerable sobre la cantidad de trabajo ofrecida. Para
ver esto, consideremos un individuo que maximiza
1X
t=0
t [lnCt +B(1  `t)]
A lo largo de la restricción presupuestaria intertemporal relevante, para que
el individuo trabaje una parte de su tiempo en cada periodo (0 < `t < 1)
debe vericarse en el óptimo que49, esto es, la curva de oferta de trabajo es
totalmente elástica.
tWt =
@u
@`t
=  B
Una implicación de esta función de oferta de trabajo es que en el equi-
librio, la demanda de trabajo al jar la cantidad de horas de trabajo por
empleado, determina la cantidad de empleo.
Para una función de utilidad más general que la logarítmica anterior tam-
bién obtenemos el mismo resultado. Consideremos la siguiente función de
utilidad no separable:
u(c; `) =
1
1  
n
[C(`)]1    1
o
49Si tWt < B, el agente asignaría todo su tiempo disponible al ocio (`t = 1) y
al contrario, el individuo desearia dedicar todo su tiempo disponible a trabajar (`t =
0):Simplemente éstas serían soluciones de esquina, no interiores, al problema de opti-
mización.
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La función de utilidad esperada tiene la siguiente expresión.
E(u) =
p
1  
n
Cet (1  h)
1    1o+ 1  p
1  
n
[Cut (1)]
1    1
o
La condición de reparto de riesgo eciente implica que la asignación de con-
sumo debe satisfacer:
u0(Cet ) = u
0(Cut )) Cet = Cut

(1  h)
(1)
 1 

u(C; `) =
1
1  
(
C1 

1  `
h

(1  h) 1  +

1  1  `h


1 

2

  1
)
:  6= 1
u(C; `) =
1
1  
 
C1 (`)1    1
Si  > 1 el consumo cuando el individuo está empleado será mayor que el
nivel de consumo cuando está desempleado (1 
h)
(1)
< 1:
Existen dos puntos a destacar en esta expresión: en primer lugar, la
función de utilidad conserva la constancia a largo plazo de las horas tra-
bajadas por individuo y en segundo lugar, la función de utilidad mantiene
las propiedades de la función de utilidad original respecto a los efectos de
los cambios en el ocio sobre la utilidad marginal del consumo. En concreto
cuando  > 1 la utilidad marginal del consumo es decreciente en ocio, @uc
@`
< 0:
Calculemos las condiciones de óptimo del individuo con este tipo de fun-
ción.
t = C
 
t 
(`)1  : tWt = C1 t 
(`) 
Sus aproximaciones log-lineales vienen dadas por:
 C^t + (1  )^`t = ^t
(1  )C^t  
 
(1  )2


!
^`
t = ^t + W^t : ( =
W`
C
)
Despejando el ocio en una de ellas y sustituyendo en la otra, obtenemos
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una curva de oferta totalmente elástica, independiente del valor de ^`t:
^t + W^t = 0
Esto es, independientemente de que la función de utilidad sea separable en
consumo y ocio, la función de oferta de trabajo es siempre totalmente elástica.
5.3. El modelo de Hansen con trabajo
indivisible.
El modelo de Hansen con trabajo indivisible implica que la función de
preferencias es separable en consumo y ocio y lineal en éste. De nuevo,
el problema de nuestro agente representativo es maximizar una función de
utilidad sujeta a las restricciones pertinentes:
MaxE0
1X
t=0
t [lnCt  BNt]
sujeto a las condiciones habituales en un problema de planicador social:
Ct +Kt+1 = exp (Zt)K

t N
1 
t + (1  )Kt
lnZt = (1  ) lnZ +  lnZt 1 + "t
La obtención de las condiciones de optimización puede hacerse a través del
lagrangiano:
L(Ct; Nt; Kt+1; t) =
1X
t=0
t

(lnCt  BNt)  t(Ct +Kt+1   exp (Zt)Kt N1 t   (1  )Kt)

de donde obtenemos:
@L
@Ct
=
1
Ct
  t = 0) 1
Ct
= t ((5.2))
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@L
@Nt
=  B + t(1  ) exp fZtgKt N t = 0) B = t(1  )
Yt
Nt
((5.3))
@L
@t
= Ct +Kt+1   exp (Zt)Kt N1 t + (1  )Kt = 0 ((5.4))
@L
@Kt+1
=  t + Et

t+1(exp fZtgK 1t+1 N1 t+1 + 1  )

= 0 ((5.5))
Yt = exp (Zt)K

t N
1 
t ((5.6))
Rt+1 = 1   + rt+1 = 1   + K 1t+1 N1 t+1 = 1   + 
Yt+1
Kt+1
((5.7))
Las ecuaciones (5.2)-(5.6) junto al proceso de shock, nos dan un sistema no
lineal donde las variables endógenas son consumo, producción, rendimiento
bruto del capital, empleo y stock de capital (Kt+1) y como variable exógena
tenemos el shock de productividad, siendo las variables de estado, el multi-
plicador de Lagrange y el stock de capital inicial Kt.
Cálculo del estado estacionario determinista.
A partir de (5.2)-(5.6) podemos obtener los valores de estado estacionario
de las variables anteriores.
 =
1
C
: B = (1  )Y
N
C = Y   K : 1 = R
Y = KN1  : R = 
Y
K
+ 1  
A partir de las expresiones anteriores podemos calcular los grandes ratios
tales como la relación capital-producto, o su inversa, y la participación del
consumo respecto a la producción expresadas en función de los parámetros
del modelo.
K
Y
=

R  (1  ) =

1  (1  ) :
C
Y
= 1 K
Y
= 1  
R  (1  ) = 1 

1  (1  )
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N =
1  
B
Y
C
=
1  
B

1  
1 (1 )
 : K =  
1  (1  )
 1
1 
N
Linealización y resolución.
El sistema log-linealizado viene dado por:
0 = C^t + ^t ((5.8))
0 = ^t + Y^t   N^t ((5.9))
CC^t +KK^t+1 = Y Y^t + (1  )KK^t ((5.10))
^t = Et(^t+1 + R^t+1) ((5.10))
Y^t = Z^t + K^t + (1  )N^t ((5.11))
RR^t = 
Y
K
(Y^t   K^t) ((5.12))
Simplicando el modelo.
El modelo puede ser resuelto por el método de los coecientes indetermi-
nados y para ello puede simplicarse fácilmente sustituyendo las ecuaciones
y dejándolo expresado en sólo dos variables; en este caso, resolveremos para
el multiplicador de Lagrange y para el stock de capital.
Sustituyendo (5.11) en (5.9) y (5.12):
RR^t = 
Y
K
(Z^t + (1  )(N^t   K^t))
0 = ^t + Z^t   (N^t   K^t)
Combinando ambas expresiones
RR^t =
Y
K
(Z^t + (1  )^t) ((5.13))
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Adelantando un periodo (5.13) y sustituyendo en (5.10), obtenemos:
R(^t   Et^t+1) = Y
K
Et(Z^t+1 + (1  )^t+1)
con lo que nalmente obtenemos:
^t =
Y
KR
EtZ^t+1 +

Y
KR
(1  ) + 1

Et^t+1 ((5.14))
Introduciendo en la restricción de recursos, (5.10) tanto la función de pro-
ducción (5.11) como el consumo linealizado, (5.8):
 C^t +KK^t+1 = Y (Z^t + K^t + (1  )N^t) + (1  )KK^t
y eliminando la oferta de trabajo con 0 = ^t + Z^t   (N^t   K^t); obtenemos:
 C^t +KK^t+1 = Y Z^t + Y K^t + (1  )Y (K^t + 1

(^t + Z^t)) + (1  )KK^t
Reorganizando términos, podemos expresar ésta como:
K^t+1 =

C
K
+
1  

Y
K

^t +

Y
K
+ 1  

K^t +
Y
K
Z^t ((5.15))
Las ecuaciones (5.14) y (5.15) nos denen el sistema en

K^t+1; ^t+1

. A
partir de la solución para éstas podemos encontrar la solución para el resto
de las variables.
Con el n de simplicar la notación, denotaremos las dos ecuaciones como
K^t+1 = a1^t + a2K^t + a3Z^t
^t = a4Et^t+1 + a5EtZ^t+1
donde
a1 =

C
K
+
1  

Y
K

; a2 =

Y
K
+ 1  

a3 =
Y
K
; a4 =

Y
KR
(1  ) + 1

; a5 =
Y
KR
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Solución.
Podemos probar como solución con las siguientes expresiones, donde las
mismas expresan que las dos variables dependen de la variable exógena y de
la variable endógena predeterminada.
K^t+1 = kkK^t ++kzZ^t ((5.16))
^t = kK^t + zZ^t y Et^t+1 = kK^t+1 + zEtZ^t+1
Sustituyendo en (5.14):
kkK^t ++kzZ^t = a1(kK^t + zZ^t) + a2K^t + a3Z^t
Identicando coecientes obtenemos:
kk = a1k + a2 y kz = a1z + a3
Sustituyendo en (5.15):
kK^t + zZ^t = a4(kK^t+1 + zEtZ^t+1) + a5EtZ^t+1
kK^t + zZ^t = a4k(kkK^t ++kzZ^t) + a4zEtZ^t+1) + a5EtZ^t+1
Introduciendo ahora EtZ^t+1 = Z^t y comparando coecientes en las dos
ecuaciones
k = a4kkk y z = a4kkz + a4z+ a5
La principal dicultad reside en el cálculo de kk ya que nos enfrentamos a
una ecuación de segundo grado para el cálculo de dicha elasticidad.
k =
kk   a1
a4
y
kk   a2
a1
= a4
kk   a2
a1
kk;
P (kk) = 
2
kk   (a2 +
1
a4
)kk +
a2
a4
= 0
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y su solución es
kk =
a1 +
1
a4

r
a1 +
1
a4
2
  4a1
a4
2
kk =
a1 +
1
a4

s
a21 +

1
a4
2
+ 2a1
a4

  4a1
a4
2
=
a1 +
1
a4
 a1   1a4
2

(1)
kk = a1 y 
(2)
kk =
1
a4
La solución estable viene dada por kk =
1
a4
y a4 > 1:
Por tanto las soluciones para nuestras constantes indeterminadas vienen
dadas por:
k =
1
a4
  a2
a1
; kz =
a3a4

1
a4
  a2

+ a1a5
a4(a2   ) +a3; z =
a3a4

1
a4
  a2

+ a1a5
a1a4(a2   )
Calculadas las soluciones para el stock de capital y para ^t, podemos calcular
las expresiones dinámicas para el resto de las variables.
Como la ecuación (5.8) viene dada por 0 = C^t + ^t:
C^t =  kK^t   zZ^t ((5.17))
A partir de (5.10), CC^t +KK^t+1 = Y Y^t + (1  )KK^t podemos obtener
la solución para la producción
Y^t =  C
Y
(kK^t + zZ^t) +
K
Y
(kkK^t ++kzZ^t) 
K
Y
(1  )K^t
Y^t =

 C
Y
k +
K
Y
kk  
K
Y
(1  )

K^t +

 C
Y
z +
K
Y
kz

Z^t ((5.18))
A partir de (5.13) RR^t = YK (Z^t + (1  )^t):
R^t =
Y
RK
Z^t +
Y
RK
(1  )(kK^t + zZ^t)
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R^t =
Y
RK
(1 + (1  )z) Z^t +
Y
RK
(1  )kK^t ((5.19))
Por último a partir de (5.9), 0 = ^t + Y^t   N^t podemos obtener la solución
para la oferta de trabajo
N^t =

 C
Y
k +
K
Y
kk  
K
Y
(1  ) + k

K^t+

 C
Y
z + z +
K
Y
kz

Z^t
((5.20))
Los efectos de los shocks a la tecnología.
Calculadas las soluciones para las variables, nuestro objetivo se centra
ahora en el cálculo de las funciones de impulso-respuesta ó como se desen-
vuelven dinámicamente las variables endógenas ante un shock al parámetro
tecnológico.
Consideremos la ecuación dinámica solución para el stock de capital y el
proceso autorregresivo que sigue el shock a la tecnología:
K^t+1 = kkK^t ++kzZ^t y Z^t = Z^t 1 + "t
Sustituyendo el proceso autorregresivo que sigue el shock tecnológico en la
ecuación solución para el stock de capital, obtenemos la solución para K^t+1+T
en función de los parámetros del modelo.
K^t+1 = kz
1X
i=0
ikkZ^t i
Z^t i =
1X
j=0
j"t i j
Por tanto
K^t+1 = kz
1X
i=0
ikk
 1X
j=0
j"t i j
!
O, en general
K^t+1+T = kz
1X
i=0
ikk
 1X
j=0
j"t+T i j
!
((5.21))
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Si consideramos "t 6= 0 y "t+i = 0 8i 6= 0; los multiplicadores dinámicos nos
dan el efecto sobre el stock de capital futuro de dicha perturbación.
@K^t+1
@"t
= kz > 0 :
@K^t+2
@"t
= kz(+ kk) > 0
@K^t+3
@"t
= kz(
2 + kk+ 
2
kk) > 0
Para  + kk > 1 la dinámica del stock de capital tendrá forma de joroba
(hump-shaped). Conforme nos alejamos del momento en el que se produjo la
perturbación, el efecto sobre el stock de capital seguirá siendo positivo pero
cada vez menor, y a largo plazo puede comprobarse que
l{m
T!1
@K^t+T
@"t
! 0
Las variables del modelo siguen procesos autorregresivos; por ejemplo, el
stock de capital sigue un proceso AR(2).
K^t+1 = kkK^t ++kzZ^t y Z^t =
"t
1  L
K^t+1 = (+ kk)K^t   kkK^t 1 + kz"t
mientras que el resto de las variables siguen procesos siguen procesos ARMA
(2,1).
Calibración.
En el capítulo 3, calibramos el modelo de Hansen de trabajo divisible con
estos parámetros:
 = 0:99 :  = 0:025 :  = 0:36
K = 12:67 : Y = 1:24 : C = 0:92 : r = 0:035
Para obtener el valor del parámetro B en estado estacionario y comparar
el modelo de trabajo indivisible con el modelo de trabajo divisible del capítulo
3, debemos recordar que en éste, el valor de A, coeciente de la función de
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utilidad venía dado por:
N =
1
1 + A
1 
h
1  
1 (1 )
i
También sabemos que el parámetro B depende las horas de trabajo individ-
uales a partir de:
B =
1
h
ln 
 
1  h  ln (1)
que en el caso de la función logarítmica y separable tiene por expresión:
B =
A ln
 
1  h
h
A partir del estado estacionario para el parámetro B, tenemos:
N =
1  
B

1  
1 (1 )

Dado que deseamos que el número de horas de estado estacionario en los dos
modelos sean iguales, se verica la siguiente igualdad:
N =
1
1 + A
1 
h
1  
1 (1 )
i = 1  
B

1  
1 (1 )
 = 1  
A ln(1 h)
h

1  
1 (1 )

con lo que podemos determinar el número de horas de trabajo individual h:
h
ln
 
1  h =  
A
1 

1  
1 (1 )

1 + A
1 
h
1  
1 (1 )
i
donde es aproximadamente h = 0:58.
Sustituyendo los parámetros en las soluciones, obtenemos las leyes dinámi-
cas para cada una de las variables del modelo.
K^t+1 = 0:94K^t + 0:15Z^t
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Y^t = 0:06K^t + 1:94Z^t
C^t = 0:53K^t + 0:47Z^t
N^t =  0:47K^t + 1:47Z^t ((5.22))
R^t =  0:9546K^t + 1:9615Z^t
W^t = Y^t   N^t = 0:53K^t + 0:47Z^t
Si comparamos la ecuación (5.22) con su homóloga del capítulo 3 que es:
N^t =  0:24K^t + 0:70Z^t
podemos observar que el coeciente de la perturbación tecnológica es mayor
en el caso de trabajo indivisible, esto es, en el caso de que la curva de oferta
de trabajo es más elástica y por tanto provoca un aumento cuantitativamente
mayor en las horas trabajadas.
De manera análoga, en el caso de trabajo indivisible, el aumento en el
salario ante el shock tecnológico es de 0.47, mientras que a partir de:
Y^t   N^t = 0:44K^t + 0:75Z^t
el salario crece en el impacto de la perturbación tecnológica mucho más en
presencia de trabajo divisible.
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5.4. El margen extensivo en el modelo de
Cho y Cooley.
La característica esencial de la aportación de Cho y Cooley (1994) es
que los individuos se enfrentan a costes jos asociados con el hecho de ir
a trabajar, y que dependen de la proporción de días que están trabajando,
e; que esencialmente es la tasa de empleo del individuo. Dichos costes se
asocian al tiempo que dedica una persona a ir a su puesto de trabajo o
también pueden interpretarse como los costes que deben pagarse por no poder
realizar tareas dentro del hogar.
La utilidad media diaria para un individuo viene dada modelizada por:
U(Ct; Nt; et) = u(Ct)  v(nt)et   c(et)et : c0 > 0
donde c(et) son los costes asociados a la oferta de trabajo y n el número de
horas por día.
A partir de tres ejemplos vamos a ilustrar las implicaciones que tienen
estos supuestos para la oferta de trabajo.
Las preferencias vienen dadas por:
U(Ct; Nt; et) =
1

C   a n
1+
1 + 
  b e
'
t
1 + '
: 0 <  < 1 : ; ' > 0
La restricción presupuestaria del individuo y la función de producción vienen
dadas por:
C = Wne : 0  n  1 : 0  e  1 : Y = ZtN1 t
Con la formulación anterior podemos hacer tres supuestos acerca de la de-
cisión del individuo. Puede elegir entre cuántos días y cuántas horas trabajar
simultánemente o bien sólo cuántos días o bien sólo cuantas horas por día;
esto es, podemos ver para unos parámetros determinados cómo es la elastici-
dad de la oferta de trabajo variando tanto los márgenes intensivo y extensivo,
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como sólo el extensivo o únicamente el intensivo.
Consideremos en primer lugar que podemos elegir entre cuántos días tra-
bajar y cuántas horas al día hacerlo. Las condiciones de optimización de
primer orden vienen dadas por:
e = a1n
1+=' : n = a2W

a3 : a2 =

a 11
a
 1
a3
: a3 =  +
( + '+ 1) (1  )
'
La tasa de empleo para el individuo.
e = a1W
(1+)='a3
La oferta de trabajo agregada es:
N s = en) Nw = nw + ew
La demanda de trabajo viene dada por:
Nd = Z(1  )W 1=
Igualando oferta y demanda de trabajo, obtenemos la solución al prob-
lema estático. Para los siguientes valores de los parámetros, a = 7:5; b = 0:8;
 = 0:8;  = 2; ' = 0:8;  = 0:34; las elasticidades de las horas y del empleo
con respecto al salario vienen dadas por:
nw = 1:02 : 
e
w = 0:27 : 
N
w = 1:29
En segundo lugar, si los costes de ir a trabajar son jos (' = 0), tendríamos
el modelo de trabajo indivisible de Hansen.
El resultado del problema de optimización anterior es que el número de
horas, n, es jo y no depende del salario. En este caso, los resultados para
las elasticidades son los siguientes:
nw = 0 : 
e
w = 4 : 
N
w = 4
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En tercer lugar, si dichos costes de ir a trabajar son nulos, b = 0, (margen
intensivo) obtenemos:
nw = 0:36 : 
e
w = 0 : 
N
w = 0:36
Estos resultados subrayan la importancia de considerar el ajuste en ambos
márgenes, ya que modelizar únicamente el margen intensivo subestima la
elasticidad de la oferta de trabajo, mientras que simplemente modelizar el
margen extensivo sobreestima dicha elasticidad.
Cho y Cooley calibran y simulan un modelo de Ciclo Real estandar
dinámico donde la principal dicultad estriba en calibrar los parámetos pre-
sentes en la función de utilidad.
El parámetro ' es jado arbitrariamente y le es asignado un valor de
0.62. A partir de tiempo dedicado a trabajar, N = 1=3, la tasa de empleo
y el hecho de que el ratio de uctuaciones en horas de trabajo en relación
al empleo sea de 1/3 aproximadamente, determinan los parámetros de tal
forma que sean consistentes con las ecuaciones del estado estacionario.
Los resultados que obtienen son que las horas trabajadas, el empleo y la
productividad tienen un coeciente de correlación más alto con la producción
en el modelo que la serie americana considerada.
5.5. Modelos de búsqueda y Ciclo Real.
El modelo de búsqueda en el mercado de trabajo, elaborado por Pissarides
(1990), ha sido también incorporado dentro de los modelos de Ciclo Real en
un intento de mejorar la dinámica de las variables del mercado de trabajo.
La introducción de fricciones en el mercado de trabajo parte del supuesto de
que tanto la actividad de búsqueda de empleo por parte de los trabajadores
como la búsqueda de trabajadores por parte de las empresas es un proceso
costoso para ambas partes.
La idea fundamental es que las variaciones en el empleo no se alcanzan
instantáneamente sino que transcurre un tiempo entre el momento en el que
las empresas anuncian una vacante y ésta es cubierta. El ritmo al que un
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desempleado encuentra trabajo depende de cuantos individuos puedan estar
compitiendo por dicha vacante, y por tanto, los ajustes en el mercado de
trabajo varían a lo largo del ciclo. Los modelos de búsqueda no modelizan
explícitamente el desempleo, éste es simplemente lo opuesto a estar empleado,
sólo detallan la estructura que explica cómo las vacantes y el desempleo varían
periodo a periodo.
En el planteamiento del modelo, se supone además que un trabajador ya
empleado no busca trabajo.
Varios artículos han introducido este enfoque dentro de un modelo de
de ciclo real estandar, entre ellos, Andolfatto (1996) y Merz (1995). Más
recientemente las aportaciones de Hall (2005), Shimer (2005) y Ebell (2006)
han contribuido a intentar explicar las variaciones cíclicas en las variables
relevantes del mercado de trabajo.
5.5.1. El modelo básico y los shocks de productividad.
El concepto analítico clave en los modelos de búsqueda se basa en la
función de emparejamiento (matching), que determina la forma funcional
concreta en la que los individuos que buscan trabajo se combinan con las
empresas que ofrecen puestos de trabajo, para producir un nuevo contrato.
La interpretación de la función de matching es análoga a una función de pro-
ducción habitual, el output, medido en número de contrataciones, depende
de los inputs, el número de individuos buscando trabajo y del número de
empresas buscando trabajadores.
La función de emparejamiento M , tiene como argumentos el número de
desempleados uL y el número de vacantes disponibles, V L, donde L es el
número de trabajadores en el mercado de trabajo, empleados más desem-
pleados. Por otra parte es creciente para ambos y cóncava.
ML = m(uL; V L)
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La tasa a la que las vacantes son cubiertas es:
q() =
M
V L
=
m(uL; V L)
V L
= m
 u
V
; 1

= m()
donde  = V
u
es el número de vacantes por trabajador desempleado y nos da
una medida de la tensión en el mercado de trabajo. Durante un intervalo de
tiempo dado, la probabilidad de cubrir una vacante es por tanto q()t:
De igual manera, la tasa a la que un desempleado encuentra trabajo viene
dada por:
p() =
m(uL; V L)
uL
= m

1;
V
u

= m() = q()
De esta forma, la duración media en el desempleo viene dada por 1
q()
:
De las deniciones anteriores, obtenemos
q0()  0 : p0()  0
La tasa de separación,  , exógena en el modelo, nos da la probabilidad
de que un trabajador pierda su puesto de trabajo, por tanto, el número de
ellos que pierden su trabajo viene dado por  (1   u)Lt: El número de
desempleados que encuentra trabajo en su proceso de búsqueda viene dado
por q()uLt:
La tasa neta de variación en la tasa de desempleo nos la da la diferencia
entre la destrucción y la creación de empleo, determinada por la ecuación
diferencial.
u
t
=  (1  u)  q()u
En equilibrio, la tasa de desempleo viene dada por:
u
t
= 0) u =  
 + q()
((5.23))
que es la expresión de la conocida curva de Beveridge o curva uV .
Para la empresa tanto la decisión de cubrir una vacante como de tener el
puesto ocupado tiene benecios y costes. Sea V el valor actual descontado
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de la decisión de cubrir una vacante y J el valor actual descontado que tiene
para la empresa tener la vacante cubierta.
V =  [ cZ + (q()J + (1  q())V ] :  = 1
1 + r
donde cZ es el coste de búsqueda de la empresa, que suponemos es directa-
mente proporcional a la productividad de la vacante buscada.
Por otra parte, el valor actual de tener el puesto ocupado
J =  [(Z  W ) + (1   )J ]
Dada la libre entrada de cualquier empresa para buscar una vacante, en
equilibrio el benecio de decidir cubrir una vacante es nulo y por tanto se
verica:
V = 0) J = cZ
q()
La curva de demanda o condición de creación de trabajo, (curva JC) que
relaciona el salario con la tensión en el mercado de trabajo viene dada por:
Z  W = (r +  )cZ
q()
((5.24))
El salario no es en este caso igual a la productividad del trabajo, ya que
existen costes de búsqueda. Para c = 0, tendríamos la condición habitual
Z = W: Un cambio en la productividad en este modelo provocará que los
salarios aumenten, pero menos de lo que lo harían en un mercado competitivo.
De manera análoga, un individuo obtiene un ujo descontado de renta,
ya esté desempleado o no. Sea U el valor descontado de los ujos de renta si
está desempleado y W si no lo está.
U =  [x+ q()W + (1  q())U ]
donde x representa posibles compensaciones por desempleo.
W =  [W +  U + (1   )W ]
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El trabajador permanecerá empleado si
W  U = W   x
r +  + q()
 0, W  x
La determinación de salarios asume un valor tal para el salario que maximiza
la media geométrica de los benecios netos para trabajador y empresa del
proceso de búsqueda por ambas, esto es.
W = argmax
fWg
(W  U) (J   V)1 
en el que el parámetro  reeja el grado de poder de negociación en ambas
partes.
La condición de primer orden es:
W  U = (J +W  V   U)
Sustituyendo sus expresiones obtenidas, obtenemos la curva de salario, que
nos relaciona de forma directa, el salario negociado con ;o línea de creación
de trabajo (JCL).
W = (1  )x+ Z(1 + c) ((5.25))
A partir de las curvas de Beveridge, la curva de creación de empleo y la curva
de salario obtenemos el equilibrio para u, V y W: El sistema es no lineal
pero un simple ejercicio de estática comparativa y para costes de búsqueda
pequeños, nos permite comprobar que un aumento en la productividad eleva
el salario real, disminuye el desempleo, aumenta  y el número de vacantes.
El modelo puede ser dinamizado, y observar como la tasa de desempleo
responde con retraso a un cambio en la productividad. En este caso, la
variable de estado predeterminada es la tasa de desempleo y la variable de
control :
La ecuación dinámica para la tasa de desempleo ya la hemos obtenido,
mientras que para ; se determina haciendo variar el valor que tiene para la
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empresa el hecho de cubrir una vacante.
dJ
dt
= (r +  )J   (Z  W ) : du =  (1  u)  q()u
Diferenciando esta expresión obtenemos un sistema no lineal en  que se
aproxima a través de un desarrollo de Taylor de primer orden (apéndice 5.1).
El sistema diferencial lineal viene dado por: 
du
d
!
=
 
    q()   [q()] 1
0 g()
! 
u  u
   
!
Dado que el producto de las dos raíces es negativo, la estabilidad es de punto
de silla. En el momento de la perturbación, la tasa de desempleo no cambia,
mientras que  sobrerreacciona para ir poco ajustándose a su nuevo nivel de
equilibrio.
El shock de productividad es capaz de explicar cualitativamente el he-
cho de que tanto el número de vacantes como la propia productividad sean
indicadores adelantados con respecto a la tasa de desempleo.
En los grácos 5.2. y 5.3. podemos comprobar el efecto de la perturbación
tecnológica. A partir de la curva de Beveridge, ecuación (5.23), la ecuación
(5.24) o curva de demanda o de creación de empleo (JC), la ecuación (5.25),
línea de creación de trabajo (JCL) más la denición de tensión en el mercado
de trabajo  = V
u
podemos ver que una perturbación tecnológica desplaza
hacia la derecha la demanda de trabajo y hacia arriba la línea de salarios.
En el gráco 5.3. observamos como el número de vacantes sobrerreacciona
hasta el punto p y con el tiempo va descendiendo hasta el nuevo equilibrio
en E1
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5.2.2. El modelo de Merz (1995).
El artículo de Merz es pionero en introducir el marco del modelo de
búsqueda en el mercado de trabajo en un modelo básico de Ciclo Económico
real. El objetivo es demostrar que la existencia de fricciones en el mercado
de trabajo como consecuencia de la búsqueda tanto de empresas como de de-
sempleados puede contribuir a explicar de manera más satisfactoria algunos
hechos relacionados con el mercado de trabajo.
Entre éstos, se demuestra que el comportamiento de los salarios reales es
menos volátil que la productividad del trabajo lo que implica que la partici-
pación de las rentas del trabajo en la renta nacional tiene un comportamiento
contracíclico. Además, ya que la formalización de nuevos contratos no es in-
stantánea, la productividad del trabajo es un indicador adelantado del empleo
a lo largo del ciclo económico.
Los ingredientes del modelo son los siguientes:
Las economías domésticas maximizan la siguiente función de utilidad.
Max E0
1X
t=0
t

lnCt   N
1 
1  

donde  es la inversa de la elasticidad de la oferta de trabajo con respecto
al salario real, manteniendo constante la utilidad marginal de la renta, la
elasticidad Frisch.
La restricción de recursos viene dada por:
Yt = Ct + It + c(St)(1 Nt) + aVt
donde c(St) representa el coste de búsqueda por desempleado, variable que
depende de la intensidad de dicha búsqueda, St; de igual manera, aVt es
el coste total en el que incurren las empresas en el proceso de cubrir una
vacante.
La función de coste de búsqueda es creciente y convexa, esto es, se asume
que la intensidad de búsqueda de trabajo aumenta los costes más que pro-
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porcionalmente.
c(St) = c0S

t : c0 > 0 :   1
La función de producción es la usual Cobb-Douglas.
Yt = ZtK

t N
1 
t
La ley dinámica del capital:
Kt+1 = (1  )Kt + It
El nivel de empleo sigue la siguiente ley de movimiento dinámica.
Nt+1 = (1   )Nt +Mt : 0    1
donde  es la tasa de separación que se considera exógena al modelo; el
número de empleos es igual al anterior menos los despidos más el número de
vacantes que han sido cubiertas en el proceso de búsqueda, Mt:
La función de emparejamiento viene dada por una función del tipo Cobb-
Douglas, con rendimientos constantes, que depende de la intensidad de la
búsqueda, del nivel de desempleo y de las vacantes demandadas por las em-
presas, donde  mide la elasticidad de las contrataciones con respecto al
número de desempleados y a la intensidad de la búsqueda.El parámetro de
la función, , nos mide la elasticidad de las contrataciones con respecto al
número de desempleados.
Mt = V
1 
t (St(1 Nt)) : 0    1
Como hemos visto, la introducción de la función de matching, endo-
geneiza tanto las probabilidades de transición desde estar desempleado a estar
empleado, pt, como la de buscar una vacante y cubrirla, qt.
Dichas probabilidades vienen dadas por:
pt =
Mt
St(1 Nt) =
 
S 1t t
1 
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qt =
Mt
Vt
=
 
St
 1
t

donde t = Vt1 Nt . Por tanto dichas probabilidades de matching dependen
tanto de la intensidad de búsqueda como de la tensión en el mercado de
trabajo y verican:
@pt
@St
< 0 :
@qt
@St
> 0 :
@pt
@t
> 0 :
@qt
@t
< 0
El problema por tanto para el planicador social consiste en elegir planes
contingentes para fCt; Kt+1; Nt+1; St; Vtgt0 en el momento t = 0 en orden a
maximizar la función objetivo, sujeto a las restricciones y funciones anteri-
ores. Las variables de estado son N0 y K0 y la variable exógena, el shock de
productividad que sigue la siguiente ley dinámica:
lnZt = (1  ) lnZ +  lnZt 1 + "t
Solución del modelo.
Planteando la ecuación de Bellman.
V (Kt; Nt; Zt) = max [u(Ct; Nt) + EtV (Kt+1; Nt+1; Zt+1)]
sujeto a:
Kt+1 + Ct = ZtK

t N
1 
t + (1  )Kt   c(St)(1 Nt)  aVt
Nt+1 = (1   )Nt + V 1 t (St(1 Nt))
lnZt = (1  ) lnZ +  lnZt 1 + "t
Las condiciones de primer orden vienen dadas para las variables de de-
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cisión, Ct; Vt St:
@u
@Ct
+ Et
@V (Kt+1; Nt+1; Zt+1)
@Kt+1
@Kt+1
@Ct
= 0 ((5.26))
@u
@Ct
@Ct
@Vt
+ Et
@V (Kt+1; Nt+1; Zt+1)
@Nt+1
@Nt+1
@Vt
= 0 ((5.27))
@u
@Ct
@Ct
@St
+ Et
@V (Kt+1; Nt+1; Zt+1)
@Nt+1
@Nt+1
@St
= 0 ((5.28))
Junto a las condiciones de envolvente.
@V
@Kt
= Et
@V (Kt+1; Nt+1; Zt+1)
@Kt+1
@Kt+1
@Kt
((5.29))
@V (Kt; Nt; Zt)
@Nt
=
@u
@Ct
@Ct
@Nt
+
@u
@Nt
+ ((5.30))
Et

@V (Kt+1; Nt+1; Zt+1)
@Kt+1
@Kt+1
@Nt
+
@V (Kt+1; Nt+1; Zt+1)
@Nt+1
@Nt+1
@Nt

El sistema se reduce a tres ecuaciones tras eliminar Et
@V (Kt+1;Nt+1;Zt+1)
@Kt+1
y
@V (Kt+1;Nt+1;Zt+1)
@Nt+1
:
A partir de la condición de óptimo para el consumo, (5.26) y adelantando
la envolvente para el stock de capital, (5.29) tenemos que:
@u
@Ct
= Et
@V (Kt+1; Nt+1; Zt+1)
@Kt+1
Et
@V
@Kt+1
= Et
@V (Kt+2; Nt+2; Zt+2)
@Kt+2
@Kt+2
@Kt+1
@u
@Ct
= Et

@u
@Ct+1
@Kt+2
@Kt+1

Sustituyendo la utilidad marginal del consumo, ecuación (5.26) en la condi-
ción de envolvente para Nt, (5.30) y adelantándola un periodo.
Et
@V (Kt+1; Nt+1; Zt+1)
@Nt+1
= Et
@u
@Ct+1
@Ct+1
@Nt+1
+
@u
@Nt+1
+ ((5.31))
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+Et

@u
@Ct+1
@Kt+2
@Nt+1
+
@V (Kt+2; Nt+2; Zt+2)
@Nt+2
@Nt+2
@Nt+1

Las condiciones de primer orden (5.27) y (5.28) vienen dadas por:
  @u
@Ct
@Ct
@Vt

@Nt+1
@Vt
 1
= Et
@V (Kt+1; Nt+1; Zt+1)
@Nt+1
  @u
@Ct
@Ct
@St

@Nt+1
@St
 1
= Et
@V (Kt+1; Nt+1; Zt+1)
@Nt+1
Sustituyendo las condiciones de primer orden (5.27) y (5.28) en (5.31), obten-
emos para Vt:
  1

@u
@Ct
@Ct
@Vt

@Nt+1
@Vt
 1
= Et
@u
@Ct+1
@Ct+1
@Nt+1
+
@u
@Nt+1
+ Et
@u
@Ct+1
@Kt+2
@Nt+1
+
((5.32))
 Et @u
@Ct+1
@Ct+1
@Vt+1

@Nt+2
@Vt+1
 1
@Nt+2
@Nt+1
y de manera análoga para St:
  1

@u
@Ct
@Ct
@St

@Nt+1
@St
 1
= Et
@u
@Ct+1
@Ct+1
@Nt+1
+
@u
@Nt+1
+ Et
@u
@Ct+1
@Kt+2
@Nt+1
 
((5.33))
Et
@u
@Ct+1

@Ct+1
@St+1

@Nt+2
@St+1
 1
@Nt+2
@Nt+1
Aplicando las formas funcionales propuestas a las condiciones de primer or-
den.
La condición (5.26) viene dada por:
1
Ct
= Et

1
Ct+1

Zt+1K
 1
t+1 N
1 
t+1 + (1  )

La condición (5.32):
a
1
(1  )CtV

t (St(1 Nt))  = Et

1
Ct+1
 
(1  )Zt+1Kt+1N t+1

+ c0S

t+1)) N t+1

+
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+Et

a
(1  )Ct+1V

t+1(St+1(1 Nt+1)) 

1     V 1 t+1 St+1(1 Nt+1) 1

La condición (5.33):
1
Ct
c0S
 1
t V
 1
t (1 Nt)1 S1 t = Et

1
Ct+1
 
(1  )Zt+1Kt+1N t+1

+ c0S

t+1) N t+1

+
+Et

1
Ct+1
c0S
 1
t+1 V
 1
t+1 (1 Nt+1)1 S1 t+1

1     V 1 t+1 St+1(1 Nt+1) 1

donde:
@Ct
@St
= (1 Nt) @c
@St
:
@Ct
@Nt
= c(St)
@Nt+1
@Vt
=
@Mt
@Vt
= (1  )V  t (St(1 Nt))
@Nt+1
@Nt
= (1   ) + @Mt
@Nt
= (1   )  V 1 t St (1 Nt) 1
@ct
@St
= c0S
 1
t :
@Nt+1
@St
=
@Mt
@St
= V 1 t (1 Nt)S 1t
Las ecuaciones (5.26), (5.32) y (5.33) junto a las dos restricciones nos per-
miten caracterizar la solución para las variables endógenas del problema
Ct; Kt+1; Nt+1; St; Vt:
Kt+1 + Ct = ZtK

t N
1 
t + (1  )Kt   c(St)(1 Nt)  aVt
Nt+1 = (1   )Nt + V 1 t (St(1 Nt))
El sistema es log-linealizado (apéndice 5.2) y calibrado. Los resultados
que obtiene Merz vienen resumidos por:
a) Los salarios reales uctúan mucho menos comparado con la producción
que lo que uctúa la productividad media del factor trabajo con respecto a
la producción.
b) El modelo es capaz de replicar el hecho empírico de que la produc-
tividad media del trabajo adelante al empleo en dos o tres trimestres. Este
resultado es consecuencia de la propia estructura de los modelos de búsqueda,
esto es un shock de productividad, aumenta la productividad del trabajo y
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aumenta el número de contrataciones aunque entre la contratación efectiva
y la oferta de vacantes existe un lapso temporal explícito en el modelo.
c) El modelo es capaz de replicar la fuerte relación inversa entre entre la
participación de los salarios en la renta y el PIB. Este resultado es consecuen-
cia de que con unos salarios reales que uctúan menos que la productividad
media del factor trabajo, el shock de productividad positivo provoca una
mayor aumento en el denominador que en el numerador.
sn =
WN
Y
=
W
Y=N
dsn
sn
=
dW
W
  d(Y=N)
Y=N
d) El desempleo y las vacantes son las variables que más uctúan y ex-
hiben una fuerte correlación negativa, en total concordancia con la curva
de Beveridge. El grado relativo de volatilidad depende de la intensidad de
búsqueda. Cuando ésta es variable, un shock tecnológico da lugar a dos
efectos contrapuestos sobre la tasa de desempleo. Por una parte aumenta
el número de vacantes solicitadas por las empresas lo que disminuye la ten-
sión en el mercado de trabajo, t; pero también conduce a un aumento en la
intensidad de búsqueda.
e) El empleo y el desempleo exhiben un grado mayor de persistencia que
se traduce en mayor persistencia en la producción.
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5.6. Salarios de Eciencia y Ciclo Real.
Danthine y Donaldson (1990) introducen salarios de eciencia en un mod-
elo de Ciclo Real con el objetivo de intentar superar la incapacidad del modelo
walrasiano para resolver el problema de la la variabilidad entre productividad
o salarios y empleo a lo largo del ciclo económico.
Lo que distingue al enfoque de los salarios de eciencia es la conexión
entre el salario y el nivel de esfuerzo o eciencia del factor trabajo. Esto
implica que la empresa ja los salarios al nivel deseado por ella con el n de
que el esfuerzo del trabajador sea el deseado.
En concreto podemos señalar cuatro motivos para explicar porqué una
empresa puede desear pagar salarios por encima de la productividad mar-
ginal. El artículo de Yellen (1994) resume de forma excelente este enfoque y
aquí exponemos cuatro razones por las que el salario pagado está relacionado
con el nivel de esfuerzo.
a) las empresas desean reducir el incentivo que tiene el trabajador a eludir
el esfuerzo (shirking) en el trabajo haciendo que el coste de oportunidad de
perder el mismo sea alto. Es una medida ecaz cuando la supervisión o el
esfuerzo en el puesto de trabajo es dicilmente observable o su medición es
costosa, lo cual supone la existencia de información imperfecta acerca del
cumplimiento en el puesto de trabajo (Shapiro y Stiglitz (1984)).
b) reduce la probabilidad de frecuentes rotaciones en la plantilla y por
tanto ahorra costes a la empresa, (Salop 1979).
c) mejora la calidad del trabajo, lo cual supone a priori que la empresa
tiene información imperfecta sobre las habilidades del trabajador (Stiglitz,
1976).
d) inuye positivamente en la moral del trabajador, lo que se reeja en el
esfuerzo que aplica en el puesto de trabajo (Akerlof (1982)). Este enfoque,
denominado modelo de intercambio de regalos(gift exchange), implica que
si la empresa paga un salario superior a un salario de referencia (habitual-
mente el salario de reserva del trabajador), el trabajador en correspondencia
desarrollará su labor con mayor ecacia. La idea es que el grado de cumplim-
iento del trabajador depende de lo justamente que se considere tratado en la
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empresa.
La idea de Akerlof se formaliza suponiendo que existe una función de
esfuerzo que depende positivamente de la diferencia entre el salario pagado y
un salario de referencia exógeno a la empresa y que marcaría el límite salarial
inferior que el trabajador considera justo.
El modelo que proponen Danthine y Donaldson presenta las siguientes
características:
La economía está formada por J rmas idénticas donde la función de
producción viene dada por:
Yt = ZtF (Kt; etNt)
donde et es la eciencia o calidad del factor trabajo.
Danthine y Donaldson proponen la siguiente función de esfuerzo:
e

Wt
W

= e+  ln

Wt
W

((5.34))
donde W es el salario de referencia, deniendo éste como una media ge-
ométrica entre el salario percibido (W ) y cualquier prestación alternativa a
éste que el trabajador pudiese conseguir si no estuviese en dicho puesto de
trabajo, (b).
W = W 1 ubu ((5.35))
La ponderación la marca la tasa de desempleo, u.
Los consumidores maximizan una función de utilidad aditiva y separable
en consumo y esfuerzo y donde se asume que los individuos trabajan un
número jo de horas.
u(Ct; et;Wt; W ) = lnCt   (et   g(Wt; W ))2
El modelo por otra parte es el habitual, con la salvedad que las empresas
maximizan su benecio teniendo en cuenta que el nivel de esfuerzo es una
variable de elección. Las condiciones de primer orden de maximización nos
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dan la conocida condición de que la elasticidad del esfuerzo con respecto al
salario es igual a uno (Solow, 1979).
eW =
@ ln e
@ lnW
= 1
Dada la función de esfuerzo, dicha condición requiere que la empresa elija el
nivel salarial de tal forma que e = , o lo que es lo mismo las empresas jan
el salario de tal manera que el nivel de esfuerzo sea constante.
A partir de (5.34)
de = d ln

Wt
W

e) @ ln e
@ lnW
= 1, e = 
Con este resultado, la diferencia entre el salario pagado y el salario de refer-
encia es constante dado este resultado y (5.34).
ln

Wt
W

=
e   e
e
) lnWt = ln W +   e

A partir de (5.35)
u(lnW   ln b) = ) lnW = 
u
+ ln b
N = 1  u = 1  
lnW   ln b
@ lnN
@ lnW
=
1
N

(lnW   ln b)2 =
u2
N
Esta expresión nos indica que para niveles razonables en la tasa de desem-
pleo, la variabilidad del empleo será demasiado pequeña en relación a la
variabilidad del salario.
La calibración del modelo dinámico genera unos resultados en los que
la volatilidad de las horas trabajadas es muy baja en relación a la de la
productividad o los salarios. De hecho, todo el ajuste se realiza a través de
los salarios y no a través de la cantidad de horas trabajadas.
Collard y De la Croix (2000) extienden el análisis anterior al incluir los
salarios pasados como variable explicativa del salario de referencia. Apli-
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cando la terminología de Becker (1996), el salario de referencia podría venir
explicado por dos tipos de normas: la personal, que incluye los salarios
pasados percibidos por el individuo y la norma social, que incorpora los
salarios pasados percibidos por otros trabajadores con similares característi-
cas.
Veamos el planteamiento de estos autores en el caso de la norma social.
Las economías domésticas maximizan la siguiente función de utilidad:
Max
fCt;etg
1X
t=0
t
 
lnCt   xj

et   b   ln

Wt
W r

   ln

Wt
W s
2!
: b; ;  > 0
dondeW r es el salario de referencia,W s es el salario dado por la norma social
que supondremos igual aWt 1; xj es una variable que toma el valor 0 ó 1, de-
pendiendo si el trabajador está desempleado o no. La cantidad de trabajo no
entra en la función de utilidad, lo que implica que está ausente el mecanismo
de propagación basado en la elasticidad intertemporal de sustitución sino que
la economía doméstica representativa ofrece inelásticamente una unidad de
tiempo y sólo una fracción de éste será empleada por las empresas, de tal
manera que el desempleo viene expresado en términos de horas. Finalmente,
la variable et es el nivel de esfuerzo.
La restricción presupuestaria viene dada por:
Ct +Kt+1 = WtNt + (1 + rt   )Kt +Wt(1  ut)
dondeWt(1 ut) es el salario neto del pago de un seguro por desempleo50.
Las condiciones de primer orden son:
1
Ct
= t
et = b+  ln

Wt
W r

+  ln

Wt
W s

((5.36))
50Al igual que en el epígrafe 2, para evitar la heterogeneidad ex-post, se asume que los
indviduos contratan un seguro de desempleo con el n de mantener un determinado nivel
constante de consumo independientemente de si están o no desempleados.
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t = Et

t+1(
Yt+1
Kt+1
+ 1  )

La condición de primer orden (5.36) se interpreta en el siguiente sentido: el
nivel de esfuerzo que suministran las economías domésticas depende del ratio
entre el salario percibido con respecto a su salario de referencia y del salario
percibido en relación al salario pasado.
En el caso de considerar la norma social, el salario de referencia es
totalmente exógeno a la empresa, mientras que si considerásemos la norma
personal, el salario pagado hoy afecta al nivel de esfuerzo de los trabajadores
en el futuro, con lo que la política salarial de la empresa es totalmente dis-
tinta.
En el caso más sencillo de norma social, la empresa maximiza su benecio
Max
fWt;Nt;Ktg
Zt (etNt)
1 Kt  WtNt
sujeto a (5.36).
et = b   ln

Wt
W r

   ln

Wt
Wt 1

Las condiciones de primer orden vienen dadas por:
(1  ) Yt
Nt
= Wt ((5.37))
(1  ) Yt
et

 +  
Wt

= Nt ((5.38))
rt = 
Yt
Nt
Combinando (5.37) y (5.38), obtenemos la conocida condición de Solow
(1979).
et =  +  
Al igual que en Danthine y Donaldson (1990) el nivel de esfuerzo es constante.
Finalmente, el salario de referencia es una media aritmética entre el salario
percibido y las posibles compensaciones por desempleo, que son cero en el
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modelo.
W rt = WtNt
Uniendo las condiciones para las economías domésticas y las empresas, el
sistema queda nalmente:
e =  +  = b   lnNt +  (lnWt   lnWt 1) ((5.39))
(1  ) Yt
Nt
= Wt
1
Ct
= Et

1
Ct+1
(
Yt+1
Kt+1
+ 1  )

Yt = Zt (eNt)
1 Kt
Yt = Ct +Kt+1 + (1  )Kt
El valor calibrado para b se obtiene a partir de la tasa de desempleo de estado
estacionario, mientras que para  se realiza un análisis de sensibilidad debido
a que no tiene contrapartida empírica. Dicho análisis se realiza generando
series para las variables del modelo bajo distintos valores de  y comparando
los momentos (desviación típica y coecientes de correlación) teóricos con los
observados en las series reales. Se estima que  puede variar entre 0 y 5 (a
partir de este valor el modelo no presenta estabilidad de punto de silla).
Un shock de productividad positivo tiende a elevar los salarios en orden
a compensar la potencial caída en el esfuerzo ligada a la reducción en el
desempleo, ya que el nivel óptimo de esfuerzo es constante.
Si sustituimos la ecuación de demanda de trabajo, ecuación (5.37) en
(5.39), función de esfuerzo, obtenemos:
ln

Yt
Nt

= 1  b
 +  
+

 +  
lnYt +

1  
 +  

ln

Yt 1
Nt 1

o bien
lnNt =
b
 +  
  1 + 
 +  
(lnYt   lnYt 1 + lnNt 1)
Estas expresiones nos permiten observar que conforme aumenta  la volatil-
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idad de las horas aumenta mientras que la volatilidad de los salarios dismin-
uye.
V ar(lnWt) = V ar

ln

Yt
Nt

=
1
1 

1  
+ 
2V ar [lnYt] +
+2

 +  

1  
 +  

Cov

ln

Yt
Nt

; lnYt

Para  = 0 la volatilidad de la productividad o el salario es igual a la
volatilidad de la producción, y conforme  aumenta, la volatilidad de los
salarios disminuye pero la volatilidad de las horas aumenta.
Conforme dicho parámetro aumenta, el peso de los salarios pasados au-
menta, con lo que la determinación de las horas de trabajo no depende úni-
camente del salario corriente, sino también de los salarios pasados; la conse-
cuencia es que la correlación entre horas y producción disminuye.
Así mismo la correlación entre horas de trabajo y producción es una
función creciente de  ; y por contra la volatilidad entre salarios y producción
disminuye conforme  aumenta.
La elasticidad del crecimiento de los salarios a la tasa de desempleo puede
obtenerse a partir de la misma ecuación (5.39):
e =  +  = b   lnNt +  (lnWt   lnWt 1)
 ln

Wt
Wt 1

 ln(1  ut) =

 
)
 ln

Wt
Wt 1

 lnut
=   
 
ut
1  ut < 0
A partir de esta expresión dados los valores de calibración para  y u y
conforme a estimaciones de la elasticidad de la variación en los salarios y el
empleo51,  debe ser mayor que 1. La explicación es que conforme el peso
de los salarios pasados aumenta, la determinación de las horas trabajadas no
depende sólo del salario corriente, de tal manera que la introducción de esta
norma socialactuaría como un mecanismo que suaviza las subidas de los
salarios ante los shocks de productividad.
51Los autores citan a Blanchower y Oswald (1994).
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Collard y De la Croix comparan los resultados de su modelo con el modelo
con trabajo indivisible de Hansen, eligiendo para el parámetro  = 2:8 que
reproduce exactamente la correlación entre horas y producción.
La siguiente tabla reproduce las volatilidades relativas de salarios y em-
pleo con respecto a la producción en ambos modelos y en relación a la
economía americana.
Tabla 5.1
EEUU Hansen Col  D:Croix
N 0:92 0:77 0:74
W 0:44 0:28 0:52
El modelo de salarios de eciencia predice mejor la volatilidad relativa de
los salarios y para las horas trabajadas genera un valor similar al modelo de
Hansen.
Finalmente, para la correlación entre horas trabajadas y salarios, el mod-
elo predice mejor que el de Hansen y el de Christiano y Eichenbaum (1992).
Tabla 5.2
EEUU Hansen C   Eich Col  D:Croix
(W;N) 0:19 0:74 0:57 0:23
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5.7. Costes de ajuste en el trabajo, salarios
nominales rígidos y cash in advance.
Los costes de ajuste cuadráticos fueron introducidos por Sargent (1978)
en un modelo de ajuste parcial y han sido incorporados a modelos de ciclo real
por Kydland y Prescott (1991), Mendoza (1991) y Fairise y Langot (1994).
La idea implícita en tal concepto se basa en las dicultades que pueden
tener las empresas para ajustar rápidamente el nivel de empleo a cambios en
la demanda ya que se enfrentan tanto a costes de despido como a costes de
contratación, y juegan un papel importante en las decisiones de las empresas
acerca de sus niveles óptimos de demanda de trabajo según han constatado
economistas laborales. La formulación habitual en Macroeconomía es intro-
ducir costes de ajuste cuadráticos que dependen de un solo parámetro.
Consideremos el siguiente ejemplo tomado de Sargent (1978) en el que
una empresa maximiza su benecio y donde el único factor variable es el
trabajo.
Max V
1X
t=0

1
1 + r
t
(ztNt   b
2
N2t  WtNt  

2
(Nt  Nt 1)2) :  > 0
donde la función de producción viene dada por Yt = aNt   b2N2t y los costes
de ajuste por la función 
2
(Nt  Nt 1)2:
El problema de la elección del nivel de empleo para la empresa se resuelve
a partir de la condición de primer orden:
@V
@Nt
= a  bNt  Wt   (Nt  Nt 1) + 
1 + r
(EtNt+1  Nt) = 0
EtNt+1   (2 + r + b(1 + r)

)nt + (1 + r)nt 1 =
1 + r

(Wt   zt)
La ecuación en expectativas tiene una raíz estable y otra inestable y por
tanto presenta estabilidad de punto de silla.
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Factorizando la misma, obtenemos:
(F   1)(F   2)Nt 1 =  1 + r
2
(Wt   zt)
Nt = 1Nt 1 +
1 + r
2
1X
i=0
 i2 Et(zt+i  Wt+i)
Una perturbación que eleve el salario real disminuirá la demanda de trabajo,
y un shock de productividad, elevará la demanda de trabajo.
Sin embargo, tanto el ajuste dinámico de la misma como el efecto a corto
plazo dependen del parámetro : Si los costes de ajuste son altos, la demanda
de trabajo se ajusta más suavemente que si éstos son bajos. La introducción
de costes de ajuste por tanto implica que ante perturbaciones positivas de
oferta, la demanda de trabajo se desplaza en una cuantía mucho menor a
corto plazo que en ausencia de tales costes52.
Cho y Cooley (1995) y Cooley y Hansen (1998) incorporan rigidez de
salarios nominales à la Taylor en un modelo de Ciclo Real y aunque la mod-
elización con rigideces nominales mejora el mecanismo de transmisión mon-
etaria, también produce altas volatilidades en las variables reales además de
generar un resultado anómalo, una productividad contracíclica.53
La subida del nivel de precios ante un aumento en la oferta monetaria,
provoca que con salarios rígidos la demanda de trabajo aumente, dando lu-
gar a un aumento en la producción, el nivel de empleo y una caída en los
salarios reales. Con una función de producción con rendimientos decrecientes
la productividad del trabajo disminuye.
La introducción de costes de ajuste en las horas trabajadas permite re-
ducir la volatilidad de las horas en relación a un modelo sin costes de ajuste
y además limita el mecanismo de transmisión monetaria, dando lugar a que
las volatilidades en las variables macroeconómicas no sea excesiva.
Sin embargo, el supuesto de cash in advance junto a la rigidez nominal
no mejora las correlaciones de la tasa de crecimiento monetario con el resto
52Una derivación alternativa puede encontrarse en Wickens (2008).
53El modelo New-Keynesian también genera altas volatilidades en las variables reales,
como documentan Yun (1996), Ireland (2003) o Kim (2003).
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de las variables, aunque la introducción de costes de ajuste mejora en alguna
medida esta deciencia.
El mecanismo de jación de salarios consiste en que las empresas y economías
domésticas rman contratos de tal forma que el valor esperado de la produc-
tividad marginal del trabajo es igual al valor esperado de la relación marginal
de sustitución entre consumo y ocio.
Veamos una versión del modelo que presenta Janko (2008) y los resultados
a los que llega.
Las empresas producen con una función de producción estandar dónde
los costes de ajuste disminuyen el output total.
Yt = exp (Zt)K

t N
1 
t   

Nt
Nt 1
  1
2
Nt :   0
Las características de la función de costes de ajuste es que la utilización
del factor trabajo en un periodo afecta a los costes de ajuste del periodo
siguiente, esto es, las empresas al determinar hoy la demanda de trabajo
tienen en cuenta el impacto que tendrá esta decisión sobre los costes de
ajuste futuros.
El problema por tanto para la empresa es maximizar su benecio pero no
en un contexto estático, sino dinámico.
Max
1X
t=0
t(PtYt  W ctNt   rtKt)
donde W ct es el salario negociado para el periodo t; exógeno a la empresa y
t el factor de descuento.
Las condiciones de óptimo de primer orden para la empresa vienen dadas
por:
W ct
Pt
= (1  ) exp (Zt)Kt N t   

Nt
Nt 1
  1
2
Nt+
 2

Nt
Nt 1
  1

Nt
Nt 1
+ Et2

Nt
Nt 1
  1

N2t+1
Nt
@Yt
@Kt
=  exp (Zt)K
 1
t N
1 
t
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En segundo lugar, las economías domésticas maximizan la siguiente función
de utilidad:
Max E0
1X
t=0
t
 
lnCit   N it

y se enfrentan a dos restricciones, una restricción cash-in advancejunto a
su restricción presupuestaria.
PtC
i
t = m
i
t 1 + Tt
Cit +K
i
t+1   (1  )Kit +
mt
Pt
=
W ct
Pt
N it + rtK
i
t +
mt 1
Pt
+
Tt
Pt
En tercer lugar, el gobierno inyecta dinero a las economías domésticas a
través de transferencias, Tt y sujeto a su restricción presupuestaria.
 Tt
Pt
=
Mt  Mt 1
Pt
donde
t = lnMt   lnMt 1
La tasa de crecimiento montario sigue el siguiente proceso estocástico:
t = (1  m)+ mt 1 + "mt : 0  m  1
La determinación de los salarios es la siguiente. Al comienzo de cada periodo,
economías domésticas y empresas negocian un salario nominal que se hará
efectivo en el momento del tiempo para el cual se haya acordado. Dado este
salario acordado, el equilibrio para las economías domésticas implica que el
producto marginal del trabajo esperado es igual a la relación de sustitución
esperada entre ocio y consumo. La empresa, dado este salario y una vez que
observa los shocks, elige la cantidad de horas de trabajo cada periodo.
Por ejemplo, supongamos que en t   2 se negocian los salarios que se
pagarán en el momento t; en el periodo siguiente, t+ 1; se negocia el salario
para t+ 3 y se paga el salario acordado en t  1 y así sucesivamente.
Si en general los salarios se negocian en t j y se hacen efectivos j periodos
más tarde, la condición de primer orden está condicionada al conjunto de
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información disponible en el momento en el que se negocian los salarios.
La ecuación log-linealizada para el salario negociado viene dada por:
W^ ct = Et jK^t   Et jN^t + Et jZ^t + Et jP^t  
2P
W c
Et jN^t
+
2P
W c
Et jN^t 1   2P
W c
Et jN^t + Et j
2P
W c
EtN^t+1
La demanda de trabajo en t es elegida por las empresas, teniendo en cuenta
el salario nominal que se comprometieron a pagar j periodos antes, igualando
el producto marginal del trabajo al salario real. Por tanto, log-linealizando
la condición de primer orden.
W^ ct = K^t   N^t + Z^t + P^t  
2P
W c
N^t +
2P
W c
N^t 1   2P
W c
N^t +
2P
W c
EtN^t+1
Igualando el salario en las dos expresiones, obtenemos la demanda de horas
de trabajo en el periodo t, dado el salario acordado j periodos antes.
N^t = Et jN^t +  

K^t   Et jK^t

+  

Z^t   Et jZ^t

+  

P^t   Et jP^t

+
((5.40))
+
2P
W c

N^t 1   Et jN^t 1

+
2P
W c

EtN^t+1   Et jEtN^t+1

donde  =
 
+ 2
W c
+ 2
W c
 1
:
Para asegurar la existencia de un estado estacionario para las variables
nominales para una tasa de crecimiento monetario distinta de cero debemos
normalizar las variables tal y como hicimos en el capítulo 4. Deniendo:
~mt =
mt
Mt
: ~Pt =
Pt
Mt
las restricciones para las economías domésticas junto a la condición de primer
orden vienen dadas por:
~PtC
i
t =
~mit 1 + t
t   1
Cit +K
i
t+1   (1  )Kit +
~mt
~Pt
= W ctN
i
t + rtK
i
t +
~mt 1 + t
(t   1) ~Pt
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1Cit
= Et

1
Cit+1
(rt+1 + 1  )

Las condiciones de agregación entre todos los individuos vienen dadas por:
Kt = K
i
t : Nt = N
i
t :
~Mt = ~mt = 1
Teniendo en cuenta el mecanismo de jación de salarios, la economía domés-
tica no decide sobre el número de horas que ofrece, ya que llegado el momento
t, se compromete a ofrecer elásticamente todo el trabajo demandado por las
empresas al salario negociado j periodos antes.
El procedimiento de solución del modelo se hace en dos etapas: en primer
lugar se resuelve el problema agregando las economías domésticas y se de-
ducen las funciones óptimas para el stock de capital y el nivel de precios que
dependen de las variables de estado y tendrían éstas expresiones.
~Pt = pkK^t + pzZ^t + p^t
K^t+1 = kkK^t + kzZ^t + k^t
Con éstas expresiones calculamos la solución para N^t en (5.40) e Y^t a partir
de la función de producción.
Los resultados más relevantes que se obtienen de la solución del mismo
son los siguientes: la introducción de costes de ajuste provoca una reduc-
ción en la volatilidad de horas trabajadas, producción y productividad con
respecto al modelo sin costes de ajuste. En este esquema de jación de
salarios, éstos, cuando son negociados dependen de las expectativas sobre los
posibles shocks futuros en las variables exógenas. Cuando llega el momento
de contratar, las empresas observan dichos shocks y determinan la cantidad
de trabajo de equilibrio dado el salario jado con anterioridad, por tanto, las
empresas pueden cambiar sus expectativas a la luz de las realizaciones de las
perturbaciones. Esto genera una alta volatilidad en las horas trabajadas y en
la producción. Si por contra existen costes de ajuste importantes, el grado
de ajuste en el empleo ante las perturbaciones es bastante menor.
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5.8. Utilización variable del capital.
En el modelo estándar se asume que el ujo de producción depende del
stock de capital existente como si éste estuviese siendo utilizado en su to-
talidad, sin embargo, las empresas pueden decidir modicar la producción
alterando su intensidad de uso. A corto plazo, la oferta de capital es ja, y
por tanto, ante un shock de oferta, la única forma de producir más es ele-
vando la demanda de capital. Sin embargo, al introducir utilización variable
del capital diferenciamos entre el ujo de servicios que ofrece un determinado
stock de capital y el propio stock instalado.
La magnitud del shock tecnológico requerido para replicar la variabilidad
de la producción disminuye si permitimos que la tasa de utilización del capi-
tal varíe. Un shock tecnológico induce menos inversión cuando las empresas
tienen capital ocioso y por tanto, se produce un menor aumento en la de-
manda de capital y un menor incremento en el tipo de interés real necesario
para equilibrar el mercado de capital.
Los datos sugieren que la utilización de la capacidad del capital exhibe
una pronunciada variabilidad cíclica, es decir, el equipo industrial es utilizado
más intensivamente en las etapas de expansión. Burnside, Eichenbaum y
Rebelo (1995) corroboran el caracter procíclico de la utilización del capital a
partir de la variable proxy, consumo de energía eléctrica en un conjunto de
industrias manufactureras.
Varios autores han extendido el modelo básico para incorporar la uti-
lización variable del capital. Kydland y Prescott (1988) demuestran que la
introducción de utilización variable mejora la capacidad de amplicación en
el modelo Time to buildmientras que Greenwood, Hercowitz y Hu¤man
(1988) la incorporan en un modelo en el que los shocks de productividad
proceden de los nuevos bienes de inversión.
King y Rebelo (1999) sostienen que dos ingredientes básicos para con-
seguir que el modelo de Ciclo Real pueda mejorar la capacidad de explicar el
comportamiento observado en las series ante pequeñas variaciones en la pro-
ductividad de los factores son la utilización conjunta del modelo de trabajo
indivisible y la utilización variable del capital que provoca que la oferta de
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servicios de capital responda de manera importante a cambios en el nivel de
horas trabajadas.
La mayor parte de los estudios que introducen utilización variable del
capital asumen que la depreciación es una función creciente de la tasa de
utilización del capital54 y como consecuencia es una variable de elección por
parte de las empresas.
La forma de introducir esta nueva variable es modicando ligeramente la
función de producción de la siguiente manera.
Yt = ZtF (utKt; AtNt) = (utKt)
(AtNt)
1 
donde ut es la tasa de utilización, Zt = Zt 1 exp f"tg y donde hemos asumido
progreso tecnológico neutral en el sentido de Harrod.
Los costes de la utilización variable del capital deben además ser incor-
porados a la ley de movimiento del stock de capital, lo cual implica ahora
que la tasa de depreciación no es constante sino que depende de dicha tasa
de utilización.
Kt+1 = It + (1  (ut))Kt
donde () es una función creciente y convexa de la tasa de utilización, esto
es:
d(ut)
dut
> 0 :
d2(ut)
du2t
> 0
Para determinar la tasa óptima de utilización, una empresa representativa
maximiza sus benecios, de tal forma que el coste marginal de una tasa
de utilización determinada debe ser igual al ingreso marginal derivada de
aquélla.
El ingreso marginal derivado de una tasa de utilización mayor es el output
adicional que puede obtenerse y que viene dado por:
IMa =
@F (utKt; AtNt)
@ut
= (ut)
 1Kt (AtNt)
1 
54Una excepción es Kydland y Prescott (1988), donde las horas trabajadas dependen
del grado de utilización del capital.
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Por otra parte, el coste marginal depende de la tasa de utilización del capital
ya que mientras mayor sea ésta, mayor será la depreciación del stock de
capital existente y más rápidamente se tendrá que reemplazar dicho capital.
CMa = dIt =
d(ut)
dut
Kt
Este típico análisis microeconómico supone que la tasa de utilización óptima
debe vericar:
Ztut
 1Kt (AtNt)
1  =
d(ut)
dut
Kt = uKt ((5.41))
Consecuencias de la utilización variable del capital.
La utilización del capital es una variable no observable, lo que da lugar al
problema de la identicación de los parámetros que incluyamos en la función
(ut):
En primer lugar, incluir tasas de utilización variable del capital obliga a
reestimar el residuo de Solow.
A partir de la función de producción, tenemos que:
lnYt = lnZt + (lnut + lnKt) + (1  )(lnAt + lnNt)
gZt = gY   (1  )gN   (gu + gK)
Para un periodo muestral de T periodos, ahora tenemos 3T incógnitas,
porque ahora desconocemos tanto el crecimiento del stock de capital como la
variación en la tasa de utilización del capital, ya que el stock de capital medio
o las series de inversión asumen que la tasa de depreciación es constante
e independiente de la tasa de utilización del capital. La forma funcional
utilizada con mayor frecuencia en la literatura para modelizar la tasa de
depreciación viene dada por:
(ut) = 0u
1+ :   0
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donde el parámetro  es la elasticidad de u = ddu con respecto a u:
 =
d ln u
d lnu
) gu = d ln u

A partir del óptimo calculado, ecuación (5.41) tenemos que, linealizada:
ln+lnZt+( 1)ut+ lnKt+(1 ) lnAt+lnNt = ln u+lnKt ((5.42))
Diferenciando:
gZt + (  1)gu + gK + (1  )gN = d ln u + gK ) gY   gK = (1 + ) gu
gZt = gY   (1  )gN   gK  

1 + 
(gY   gK)
gZt =
1  + 
1 + 
gY   (1  )gN   
1 + 
gK ((5.43))
En los dos casos extremos  = 0 y  ! 1, el residuo de Solow, viene dado
respectivamente por:
gZt = (1  )(gY   gN)
gZt = gY   (1  )gN   gK
Para estudiar cómo la tasa eciente de utilización del capital afecta al
resto de las variables del modelo, linealizaremos la función de producción y
la condición de tasa de utilización óptima.
Deniendo las variables en unidades de eciencia.
~Y =
Y
A
: ~K =
K
A
la función de producción viene expresada como:
~Yt = Zt(ut ~Kt)
Nt
1 
y log-linealizada:
Y^t = Z^t + (u^t + K^t) + (1  )N^t
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La linealización de la condición de optimización para la tasa de utilización
del capital viene dada por la ecuación (5.42).
ln+ lnZt + (  1) lnut +  ln ~Kt + (1  ) lnNt = ln u + ln ~Kt
Diferenciando totalmente:
Z^t + (  1)u^t   (1  )K^t + (1  )N^t = x^t ((5.44))
x^t = d ln u = d (ln 0 + ln(1 + ) +  lnu) = u^t
Despejando la tasa de utilización del capital en (5.44).
u^t =
(1  )N^t + Z^t   (1  )K^t
1  + 
e introduciéndola en la función de producción.
Y^t = Z^t + K^t + 
(1  )N^t + Z^t   (1  )K^t
1  +  + (1  )N^t
Y^t =
1 + 
1  +  Z^t +

1  +  K^t +
(1  )(1 + )
1  +  N^t
Dados los valores extremos de , los resultados son análogos al estudio
del residuo de Solow. Para  = 0, la función de producción linealizada es:
Y^t =
1
1  Z^t + N^t
lo que da lugar a que la función de producción a corto plazo sea lineal en el
factor trabajo.
Por contra, si  ! 1, esto es, si u ! 0, la cantidad de servicios del
capital no responde a cambios en la tasa de utilización del mismo o dicho de
otra forma, la tasa de depreciación es independiente de la tasa de utilización
del capital.
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En este caso, la función de producción linealizada es:
Y^t = Z^t + K^t + (1  )N^t
La introducción del supuesto de utilización variable del capital conduce a
otro resultado interesante y es que altera el producto marginal del trabajo,
con lo que el salario real, responde en mayor cuantía a los cambios en la
demanda de trabajo mientras menor sea , esto es, conforme menor es ,
más elástica es la curva de demanda de trabajo.
A partir de la condición de primer orden de optimización tenemos que:
Wt
Pt
=
@ ~Yt
@Nt
= Zt(ut ~Kt)
(1  )N t
Aplicando logaritmos a la expresión anterior:
lnWt   lnPt = lnZt +  lnut +  ln ~Kt ++ ln(1  )   lnNt
Y diferenciando:
W^t   P^t = !^t = Z^t + u^t + K^t   N^t
Sustituyendo la expresión para la tasa de utilización.
!^t = Z^t + 
(1  )N^t + Z^t   (1  )K^t
1  +  + K^t   N^t
!^t =
1 + 
1  +  Z^t +

1  +  K^t  

1  +  N^t
Ceteris paribus, la elasticidad del salario a las perturbaciones tecnológicas
viene dado por:
@!^t
@Z^t
=
1 + 
1  +  = 1 +

1  +  > 1
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Cuando  = 0
@!^t
@Z^t
= 1 +

1   > 1
y la curva de demanda de trabajo en el espacio (!^t; N^t) es totalmente hori-
zontal.
!^t =
1
1  Z^t
y por tanto mayor es el desplazamiento de la curva de demanda de trabajo
ante una perturbación tecnológica.
Por otra parte, la utilización variable del capital no afecta a la oferta de
trabajo y dado el mecanismo de amplicación generado por ut, disminuye la
necesidad de una alta elasticidad de la oferta de trabajo para que los shocks
de productividad tengan un gran papel en generar uctuaciones en las horas
trabajadas.
En el epígrafe 1, la oferta de trabajo venía dada por:
N^t = n(W^t + ^t)
Con una función logarítmica en el consumo, ^t =  C^t:
N^t = n(!^t   C^t)
El cambio en las horas de trabajo, ante la perturbación tecnológica viene
dado por
@N^t
@Z^t
=
@N^t
@!^t
@!^t
@Z^t
= n

1 +

1  + 

que es igual a n cuando  !1 y n
 
1 + 
1 

cuando  ! 0:
Por tanto, la tasa de utilización del capital permite una mayor uctuación
de las horas trabajadas ante una perturbación tecnológica.
Un problema importante es cómo cuanticar la tasa de utilización del cap-
ital. A este respecto se han utilizado dos estrategias, en la primera se asume
que ut es no observable y se trata de estimar  a partir del propio modelo,
mientras que en la segunda se utilizan variables que puedan aproximarnos
dicha tasa (tales proxies incluyen por ejemplo los datos sobre consumo eléc-
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trico).
Burnside y Eichenbaum (1996) estiman  = 0:54:
En primer lugar, obtenemos una relación que nos permite recalcular las
series de capital con utilización variable del capital. El problema puede ser
abordado a partir de la dinámica del stock de capital y de la función que
dene la tasa de depreciación en función de la tasa de utilización del capital.
Esta puede expresarse como:
(ut) = 0u
1+ ) u(ut) = 0(1 + )u
1+
u
) (ut) = 1
1 + 
u(ut)u
Y por tanto la dinámica del stock de capital es:
Kt+1 = It + (1  (ut))Kt = It +

1  1
1 + 
u(ut)ut

Kt
Teniendo en cuenta (5.41), expresada como:

Yt
Kt
= uut
Kt+1 = It +

1  
1 + 
Yt
Kt

Kt
Con esta expresión podemos obtener a partir de las series de inversión y
producción, dado un valor inicial del stock de capital, una serie modicada
para el stock de capital con tasa de utilización variable. Como proceso previo
es preciso estimar :
La identicación de  puede realizarse a partir de la ecuación de Euler
del problema de optimización de las economías domésticas.
Ct+1=At+1
Ct=At
= Et

1 + 
Yt+1
Kt+1
At
At+1
  (ut) At
At+1

En estado estacionario.
1 = Et


Y 
K
+ 1  (u)(1 + gZt) 1

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obtenemos (u):
A partir de la condición de óptimo para ut
@F
@ut
= ut(ut)Kt ) 
Yt
Kt
=
(1 + ) (ut)
ut
ut
que en estado estacionario

Y 
K
= (1 + ) (u)
Nos da la expresión utilizada para estimar :
Con esta estimación del paramétro de la función de depreciación pueden
obtenerse series para el stock de capital y a partir de (5.43) conseguir una
nueva estimación del residuo de Solow.
gZt =
1  + 
1 + 
gY   (1  )gN   
1 + 
gK
5.9. Shocks especícos a la inversión.
Los trabajos de Greenwood, Hercowitz y Hu¤man (1988) y Greenwood,
Hercowitz y Krusell (1997, 2000) centran su atención en el papel del cam-
bio tecnológico especíco en la inversión como un elemento importante para
explicar tanto el crecimiento económico como las uctuaciones cíclicas fun-
damentados en dos hechos estilizados: el precio relativo de los bienes de in-
versión ha experimentando una tendencia decreciente desde 1950 y la caída
en el precio relativo del capital es más rápido durante las expansiones que
durante las recesiones.
La idea es que la incorporación de nuevo capital a través de la inversión
implica que la tasa de depreciación tecnológica, no de uso, del capital instal-
ado es mayor ya que el nuevo capital es más productivo. La introducción de
shocks especícos a la inversión en un modelo de Ciclo Real se materializa a
partir de la modicación de la modicación de la restricción de recursos.
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En este epígrafe presentamos un modelo con depreciación completa del
100 %, basado en Fisher (2003) y Fernández-Villaverde y Rubio Ramírez
(2004).
Nuestro agente representativo maximiza una función de utilidad tal como:
E0
1X
t=0
t(lnCt + a ln(1 Nt))
La restricción de recursos y la función de producción vienen dadas por:
Yt = ZtK

t N
1 
t = Ct + It
La variable Vt determina la cantidad de capital que puede ser comprada con
una unidad de inversión. En el modelo estandar dicha variable es constante e
igual a 1. Por tanto, una unidad de inversión es transformada en Vt unidades
de capital, donde Vt no es constante y seguiría un proceso estocástico que rep-
resenta dicho progreso tecnológico especíco en la inversión. De esta forma,
la ley dinámica del capital viene dada por:
Kt+1 = (1  )Kt + VtIt
En equilibrio, 1=Vt será igual al precio relativo del capital en términos de
consumo o el precio de los activos de capital corregidos por su calidad.
Para obtener una medida de dicho progreso tecnológico especíco es nece-
sario disponer de precios en los activos de capital, ajustados a la calidad
(precios hedónicos).
Los procesos estocásticos siguen las siguientes leyes de movimiento.
lnZt = gz + lnZt 1 + "zt
lnVt = gv + lnVt 1 + "vt
Esto es, siguen paseos aleatorios con deriva.
En primer lugar, transformamos el modelo para convertirlo en estacionario.
420
La restricción de recursos viene dada por la siguiente expresión:
Ct +
Kt+1
Vt
= ZtK

t N
1 
t + (1  )
Kt
Vt
Dividimos toda la ecuación por el factor Zxt 1V
y
t 1; y tomamos en primer
lugar la función de producción, procediendo a reescalar el stock de capital,
donde x e y son coecientes indeterminados.
Yt
Zxt 1V
y
t 1
=
ZtK

t N
1 
t
Zxt 1V
y
t 1
=
Zt
Zt 1
Kt N
1 
t
Zx 1t 1 V
y
t 1
=
Zt
Zt 1
Kt N
1 
t
Z
x 1

t 1 V
y

t 1
 =
=
Zt
Zt 1
 
Kt
Z
x 1

t 1 V
y

t 1
!
N1 t =
Zt
Zt 1
~Kt N
1 
t
Para que el término Kt+1
Vt
; para que sea consistente con el reescalamiento de
Kt:
Kt+1
Vt
=
Kt+1
Vt
1
Zxt 1V
y
t 1
Z
x 1

t V
y

t
Z
x 1

t V
y

t
= ~Kt+1
Z
x 1

t
Zxt 1
V
y

 1
t
V yt 1
Para conseguir que los ratios de las perturbaciones vengan dadas en fun-
ción de los parámetros del modelo, dichos ratios deben ir elevados al mismo
exponente, y por tanto debe vericarse:
x  1

= x :
y

  1 = y ) x = 1
1   : y =

1  
~Kt+1
Z
x 1

t V
y

 1
t
Zxt 1V
y
t 1
= ~Kt+1

Zt
Zt 1
 1
1 

Vt
Vt 1
 
1 
= ~Kt+1 exp (gz + "
z
t )
1
1  exp (gv + "
v
t )

1 
Finalmente, el término Kt
Vt
:
Kt
VtZxt 1V
y
t 1
=
Kt
VtZxt 1V
y
t 1
Z
x 1

t 1 V
y

t 1
Z
x 1

t 1 V
y

t 1
= ~Kt
Vt 1
Vt
Z
x 1

t 1
Zxt 1
V
y

t 1
V y+1t 1
= ~Kt
Vt 1
Vt
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Por tanto, la restricción de recursos queda expresada como:
~Ct+ ~Kt+1 exp

gz + "
z
t + gv + "
v
t
1  

= exp (gz + "
z
t )
~Kt N
1 
t +(1 ) ~Kt exp (gv + "vt )
Solución.
Planteando la ecuación de Bellman.
V ( ~Kt; Zt 1; Vt 1) = max
h
ln ~Ct + a ln(1 Nt) + EtV ( ~Kt+1; Zt; Vt)
i
Las condiciones de primer orden vienen dadas por:
@V
@ ~Ct
=
1
~Ct
+ Et
@V
@ ~Kt+1
@ ~Kt+1
@ ~Ct
= 0
@V
@Nt
=   a
1 Nt + Et
@V
@ ~Kt+1
@ ~Kt+1
@Nt
= 0
Y la condición de envolvente:
@V
@ ~Kt
= Et
@V
@ ~Kt+1
@ ~Kt+1
@ ~Kt
Finalmente las condiciones de primer orden más la restricción de recursos
nos permiten obtener las soluciones para las variables.
1
~Ct
+ Et
@V
@ ~Kt+1
exp

gz + "
z
t + gv + "
v
t
1  
 1
= 0
  a
1 Nt + Et
@V
@ ~Kt+1
(1  ) exp (gz + "zt ) ~Kt N t = 0
@V
@ ~Kt
= Et
@V
@ ~Kt+1
h
 exp (gz + "
z
t )
~K 1t N
1 
t + (1  ) exp (gv + "vt )
i

 exp

gz + "
z
t + gv + "
v
t
1  
 1
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~Ct + ~Kt+1 exp

gz + "
z
t + gv + "
v
t
1  

=
= exp (gz + "
z
t )
~Kt N
1 
t + (1  ) ~Kt exp (gv + "vt )
Eliminando el término Et @V@ ~Kt+1 el sistema queda reducido a la ecuación de
Euler, la restricción de recursos y la oferta de horas de trabajo.
exp

gz + "
z
t + gv + "
v
t
1  

~C 1t = ((5.45))
Et ~C
 1
t+1
h
 exp (gz + "
z
t ) ~K
 1
t N
1 
t + (1  ) exp (gv + "vt )
i
a
~Ct
1 Nt = (1  ) exp (gz + "
z
t )
~Kt N
 
t ((5.46))
~Ct + ~Kt+1 exp

gz + "
z
t + gv + "
v
t
1  

= ((5.47))
= exp (gz + "
z
t ) ~K

t N
1 
t + (1  ) ~Kt exp (gv + "vt )
Para una tasa de depreciación igual a 1, el sistema tiene solución cerrada. El
argumento y la solución para el nivel de horas de trabajo está explicitado en
el capítulo 3 y se fundamenta en que con una función separable y logarítmica
en ambos argumentos y tasa de depreciación igual a 1, los efectos renta y
sustitución de un cambio en el salario se cancelan.
La solución para el nivel de empleo tendría la siguiente expresión:
N =
1  
(1  ) + a(1  )
Y las soluciones a (5.46), (5.47)y (5.48) vienen dadas por las siguientes ex-
presiones:
~Ct = (1  ) ~Yt = (1  ) exp (gz + "zt ) ~Kt N1 t
~Kt+1 = exp

gz + "
z
t + gv + "
v
t
1  
 1
 exp (gz + "
z
t )
~Kt N
1 
t
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~Yt = exp (gz + "
z
t )
~Kt N
1 
t
Las funciones óptimas, en sus niveles originales, (deshaciendo el reescalamiento)
son:
~Ct =
Ct
Z
1
1 
t 1 V

1 
t 1
= (1  ) exp (gz + "zt )Z
  
1 
t 1 V
  
1 
t 1 K

t N
1 
t
lnCt = C0 + lnZt 1 +  lnKt + gz + "zt ) lnCt = C0 +  lnKt + lnZt
lnCt = C0 +  lnKt +
tX
i=0
Li(gz + "
z
i )
~Kt+1 =
Kt+1
Z
1
1 
t V
1
1 
t
exp

 gz + "
z
t + gv + "
v
t
1  

 exp (gz + "
z
t )Z
  
1 
t 1 V
  
1 
t 1 K

t N
1 
t
lnKt+1 = K0 +  lnKt + lnZt 1 + lnVt 1 + gz + gv + "zt + "
v
t
lnKt+1 = K0 +  lnKt +
tX
i=0
Li(gz + gv + "
z
i + "
v
t )
lnYt = lnZt 1 +  lnKt + gz + "zt
lnYt = Y0 +  lnKt +
tX
i=0
Li(gz + "
z
i )
Dada la modelización de los shocks, esto es, que conllevan una raíz unitaria,
los efectos de la tecnología son permanentes, donde al igual que en los mod-
elos de Ciclo Real, el parámetro  es importante para determinar la senda
dinámica de las variables en el tiempo.
Dada la solución para las perturbaciones:
lnZt =
tX
i=0
"zt i + gz(t i)
Las soluciones anteriores pueden expresarse como:
lnKt+1 =
1
1  L
"
K0 +
tX
i=0
(gz(t i) + gv(t i) + "zt i + "
v
t i)
#
424
lnYt = Y0+
L
1  L
"
K0 +
tX
i=0
(gz(t i) + gv(t i) + "zt i + "
v
t i)
#
+
tX
i=0
(gz(t i)+"zt i)
lnYt = C0+
L
1  LK0+
tX
i=0
(gz(t i)+gv(t i)+"zt i+"
v
t i)+
tX
i=0
(gz(t i)+"zt i)
De esta forma, una perturbación que eleve el nivel de Vt, afecta en primer
lugar al stock de capital y no afecta ni a la producción corriente ni al consumo.
Dado el proceso que hemos supuesto para el shock especíco a la inversión,
una perturbación eleva de forma permanente el nivel de Vt:
@ lnKt+1
@"vt
= 1
El nuevo nivel de capital más productivo, eleva la producción y el consumo en
el siguiente periodo. El aumento en la producción puede calcularse a partir
de:
lnYt+k = 
" 1X
i=0
i
 
tX
i=0
"vt+k i 1
!#
Los multiplicadores dinámicos para la producción son:
@ lnYt+k
@"vt
= 
"
k 1X
i=0
i
 
tX
i=0
"vt+k i 1
!#
Para un horizonte temporal k, alejado del momento de la perturbación.
l{m
k!1
@ lnYt+k
@"vt
=

1  
que es el aumento permanente en el output, debido a una perturbación tran-
sitoria en la inversión.
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5.10. Modelo con utilización del
capital variable y shocks
especícos a la inversión.
Greenwood, Hercowitz y Hu¤man (1988) plantean el siguiente modelo
en el que combinan utilización variable del capital y shocks especícos a la
inversión. Uno de los obstáculos es que una perturbación de demanda como
la analizada provoca un descenso en el consumo si la función de utilidad
no está restringuida a la forma u(Ct; Nt) = u(Ct   G(Nt)): En este caso, la
relación marginal de sustitución entre consumo y trabajo depende sólo de la
forma funcional de G(Nt)55:
El hecho de que el aumento en la tasa de rendimiento de la inversión
estimule la oferta de trabajo reduciendo el ocio tambien opera reduciendo el
consumo; es más, con un stock de capital jo a corto plazo y con una función
de producción que no se ve afectada en este caso, el shock especíco a la
inversión provocaría una disminución en la productividad media del factor
trabajo.
Para evitar esta dinámica y el mecanismo de sustitución intertemporal
tradicional en el modelo de Ciclo Real la función de utilidad debe tener la
forma especíca anterior.
Esta cuestión ya analizada por Barro y King (1994) implica que el au-
mento en la demanda de capital induce a un aumento en el tipo de interés
real. Si el efecto riqueza domina al efecto renta las economía domésticas re-
ducen su consumo debido a la reducción del valor actual de su riqueza. Como
resultado, además del efecto sustitución las economías domésticas incremen-
tarán su oferta de trabajo y dado que el nivel de capital es jo a corto plazo,
el aumento en la oferta de trabajo incrementa la producción pero también
disminuye la productividad del trabajo. De esta forma, consumo y oferta de
trabajo se moverían contracíclicamente.
55Una discusión general acerca de las implicaciones de utilizar preferencias separables
en el tiempo en modelos de ciclo económico puede consultarse en Barro y King (1984).
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Introduciendo tasa de utilización variable del capital se puede anular este
efecto al no aumentar de forma considerable el tipo de interés ante el aumento
en la demanda de inversión, de tal forma que el consumo no sea desplazado
por un nivel mayor de inversión, dado que los servicios del capital pueden se
ajustados instantáneamente y como resultado consumo y productividad se
moverían de forma procíclica.
La formulación del modelo viene dada por las siguientes ecuaciones:
Las economías domésticas eligen la secuencia de consumo, horas de tra-
bajo, tasa de utilización del capital y stock de capital que maximizan:
Max E0
1X
t=0
t

Ct   N
1+
t
1 + 
1 
sujeto a las restricción de recursos:
Ct +Kt+1   (1  (ut))Kt = Yt = (utKt)N1 t
La ley dinámica del stock de capital viene dada por:
Kt+1 = (1  (ut))Kt + It(1 + "t)
donde "t es el shock especíco a la inversión que aumenta la eciencia del
nuevo capital producido.
Planteando el lagrangiano:
L(Ct; Nt; Kt+1; ut; t) = E0
1X
t=0
t
1
1  

Ct   N
1+
t
1 + 
1 
+
tt

(utKt)
N1 t + (1  (ut))
Kt
1 + "t
  Ct   Kt+1
1 + "t

@L
@Ct
=

Ct   N
1+
t
1 + 
 
  t = 0 ((5.48))
@L
@Nt
=

Ct   N
1+
t
1 + 
 
N t = (1  )t(utKt)N t ((5.49))
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@L
@Kt+1
=   t
1 + "t
+ Et

t+1(ut+1)
K 1t+1 N
1 
t+1 +
1  (ut+1)
1 + "t

= 0
((5.50))
@L
@ut
= t

u 1t K

t N
1 
t   0(ut)
Kt
1 + "t

= 0 ((5.51))
A partir de (5.48) podemos observar que (5.49) la curva de oferta de
trabajo viene dada por:
N t = (1  )(utKt)N t ((5.52))
La ecuación de oferta de trabajo es independiente del consumo o de la utilidad
marginal del mismo.
La ecuación (5.50) se interpreta como es habitual, el primer sumando es la
pérdida de utilidad cuando reducimos el consumo mientras que el segundo nos
da la ganancia de utilidad esperada futura obtenida de aumentar la inversión
en t. Nótese que un shock especíco a la inversión reduce el coste en términos
de utilidad de añadir una unidad adicional de capital en el momento t, es
decir t
1+"t
< t:
La ecuación (5.51) caracteriza la utilización eciente del capital, esto es,
el capital debe ser utilizado hasta el punto en el que el benecio marginal
del msimo sea igual a su coste marginal de uso, donde 0(ut) representa el
coste marginal en términos de aumento en la tasa de depreciación al utilizar
el capital más intensivamente mientras que 1=1+"t es el coste de reemplazar
el viejo capital en términos del nuevo.
A partir de (5.50) y y (5.51) podemos calcular el efecto de los shocks a
la inversión sobre la tasa de utilización del capital y sobre la oferta de horas
trabajadas.
El ejercicio es típico de estática comparativa y a pesar de la no linealidad
de las ecuaciones pueden ser fácilmente expresadas linealmente en logaritmos.
De esta forma, ambas quedan, (sin constantes y sin Kt) y asumiendo la
función (ut) = 0u
1+
t para la tasa de depreciación.
(  1) lnut + (1  ) lnNt = ln 0(ut)  ln(1 + "t) : (ln 0(ut) =  lnut)
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 lnNt =  lnut    lnNt
Resolviendo el sistema lineal para lnNt y lnut:
lnNt =

[(1  ) + (+ )] ln(1 + "t)
lnut =
+ 
[(1  ) + (+ )] ln(1 + "t)
El efecto de la perturbación es elevar tanto el nivel de horas ofrecidas como
la tasa de utilización del capital.
A partir de la función de producción, obtenemos que el aumento de la
tasa de utilización del capital y del número de horas, aumenta la producción
y la productividad media del factor trabajo.
lnYt =  lnut + (1  )Nt
lnYt   lnNt = (lnut   lnNt)
lnYt   lnNt = 
[(1  ) + (+ )] ln(1 + "t)
El efecto, en el impacto sobre el stock de capital, Kt+1 puede obtenerse
diferenciando la condición de primer orden (5.50), donde t = u0(Ct): Dicha
condición puede expresarse como:
t
1 + "t
= Et	(Kt+1) :: 	(Kt+1) = t+1(ut+1)
K 1t+1 N
1 
t+1 +
1  (ut+1)
1 + "t
donde
	(Kt+1) = t+1(ut+1)
K 1t+1 N
1 
t+1 +
1  (ut+1)
1 + "t
: 	0(Kt+1) < 0
Diferenciando, obtenemos:
u00(Ct)
1 + "t
dCt   u
0(Ct)
(1 + "t)
2d"t = 	
0(Kt+1)dKt+1
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Teniendo en cuenta que:
dKt+1 = (1 + "t)dIt + Id"t
dCt =  dIt =  dKt+1   Id"t
1 + "t
Por tanto,
  u
00
1 + "t

dKt+1   Id"t
1 + "t

  u
0
(1 + "t)
2d"t = 	
0(Kt+1)dKt+1
dKt+1
d"t
=
 u0
u00 + (1 + "t)
2 	0(Kt+1)
+ I
u00
u00 + (1 + "t)
2 	0(Kt+1)
> 0
((5.53))
El efecto del shock especíco sobre el stock de capital tiene dos sumandos:
el primero reeja el efecto sustitución positivo que el aumento en la produc-
tividad del nuevo capital tiene sobreKt+1 mientras que el segundo representa
el efecto renta asociado a la perturbación que es positivo para I > 0:
De forma análoga, el efecto sobre el nivel de consumo puede obtenerse a
partir de la restricción de recursos:
Ct = F (utKt; Nt)  It
Diferenciando y teniendo en cuenta que las decisiones de consumo y oferta
de trabajo están relacionadas.
dCt =
@F
@Nt
dNt   dKt+1   Id"t
1 + "t
Utilizando (5.53)
dCt
d"t
=
@F
@Nt
dNt
d"t
+
u0=1 + "t
u00 + (1 + "t)
2 	0(Kt+1)
+ I
(1 + "t) 	
0(Kt+1)
u00 + (1 + "t)
2 	0(Kt+1)
El efecto sobre el consumo tiene tres sumandos, el primero ilustra el
efecto sobre el mismo del cambio en las horas trabajadas, el segundo que es
negativo muestra el efecto de sustitución intertemporal asociado al aumento
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de productividad del nuevo capital, debido al aumento en el rendimiento de
la nueva inversión que ejerce un efecto disuasorio sobre el nivel de consumo
mientras que el tercero es el efecto renta que es positivo.
Si no existise el primer sumando, el efecto de la perturbación de de-
manda supondría un efecto negativo sobre el consumo dado que el efecto
sustitución dominaría cuantitativamente al efecto renta. Sin embargo, este
primer sumando induce a una una sustitución intratemporal entre consumo
y ocio, debido a que la perturbación al elevar la tasa de utilización del capital
incrementa la productividad del trabajo, eleva el salario real y por tanto que
representa un coste de oportunidad del ocio en términos de consumo.
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5.11. El papel del gasto público en los
modelos de Ciclo Real.
En este epígrafe introducimos la política scal en un modelo sencillo de
Ciclo Real, materializada en cambios en el gasto público. Entre las con-
tribuciones pioneras que introducen el papel de la política scal dentro de
un modelo de equilibrio general podemos nombrar a Barro (1989), Aschauer
(1988) y Baxter y King (1993). Lo que tienen en común estos enfoques es
el énfasis en la respuesta de la oferta de trabajo y del stock de capital ante
cambios en el gasto público y en los tipos impositivos.
Si los primeros modelos RBC descansaban en la hipótesis de que sólo
shocks tecnológicos persistentes pueden explicar los cambios y las correla-
ciones propias del ciclo económico, podemos preguntarnos si el mismo com-
portamiento puede surgir si el modelo de Ciclo Real es ampliado para incluir
otras fuentes de shocks. Lógicamente, las perturbaciones de carácter mone-
tario y scal siempre han sido sospechosas de causar uctuaciones económi-
cas, con lo que es natural preguntarse qué efectos tendrían estos shocks si los
incluimos en un modelo de corte clásico.
Sin embargo, debido a que las uctuaciones cíclicas del gasto público y
de los impuestos son pequeñas, las variables scales no son candidatos a ex-
plicar el ciclo económico. En el modelo de Ciclo Real, cuando van unidas a
perturbaciones tecnológicas sí ayudan a mejorar la predicción acerca de la
volatilidad del consumo y de las horas trabajadas.
El modelo de Ciclo Real, como extensión del modelo de Ramsey, puede ser
expuesto en tiempo continuo y con esta formulación estudiaremos los efectos
de la política scal siguiendo la aportación pionera de Baxter y King (1993)
en el caso del efecto de los impuestos a tanto alzado sobre las variables del
modelo.
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5.11.1. Efectos del gasto público con impuestos a tanto alzado.
El modelo, formulado en tiempo contínuo viene dado por la siguiente
función de utilidad:Z 1
0
exp t

a lnC + (1  a)`
1    1
1  

dt
donde  es la tasa subjetiva de descuento. La restricción presupuestaria es:
_A(t) = r(t)A(t) +W (t)N(t)  T (t)  C(t)
donde A(t) es el nivel de activos nancieros, y T (t) son impuestos a tanto
alzado.
Resolviendo la ecuación diferencial para A(t) hacia delante obtenemos la
condición de transversalidad o condición No-Ponzi.h
_A(t)  r(t)A(t)
i
exp( R(t)) = (W (t)N(t)  T (t)  C(t)) exp( R(t)) : dR(t)
dt
= r(t)
d
dt
[A(t) exp( R(t))] = (W (t)N(t)  T (t)  C(t)) exp( R(t))
A(t) =
Z 1
0
[(W (t)N(t)  T (t)  C(t)) exp( R(t))] dt+ l{m
t!1
A(t) exp( R(t))
l{m
t!1
A(t) exp( R(t)) = 0 : R(t) =
Z s
0
r(t)dt
Las condiciones de primer orden se obtienen planteando el hamiltoniano.
H = a lnC + (1  a)`
1    1
1   ln `+  [rA+WN   T   C]
@H
@C
=
a
C
   = 0
@H
@N
=
1  a
`
  W = 0
 @H
@A
= _  )  r = _  ) _

=   r
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que pueden ser reducidas a dos, eliminando el multiplicador.
_C
C
= r    : W = 1  a
a
C
(1 N) : ` = 1 N
Las condiciones de primer orden para las empresas son las habituales.
Con la función de producción Cobb-Douglas vienen dadas por:
Y = ZKN1  :
@Y
@N
= W = (1  )Y
N
:
@Y
@K
= r +  = 
Y
K
La restricción de recursos viene dada por:
Y = C + I +G
y el gasto público se nancia con impuestos de cuantía ja (lump-sum taxes).
G = T
Multiplicadores a largo plazo.
Veamos en primer lugar el efecto a largo plazo de un cambio en el gasto
público.
En el estado estacionario, tanto la variación del stock de capital y como
la del consumo son nulos con lo que:
r =  :
I
K
=  :
Y
K
=
+ 

:
I
Y
= 
K
Y
El que los grandes ratios sean constantes en estado estacionario nos permite
calcular el efecto a largo plazo de un aumento del consumo público.
Diferenciando el equilibrio en el mercado de bienes o restricción de recur-
sos:
dY
Y
=
C
Y
dC
C
+
I
Y
dI
I
+
G
Y
dG
G
donde
C
Y
+
I
Y
+
G
Y
= 1
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A lo largo de la senda de crecimiento equilibrado sabemos que:
dY
Y
=
dK
K
=
dI
I
=
dN
N
=
dW
W
y por tanto, a partir de las condiciones de primer orden, obtenemos:
dC
C
=   N
1 N
dN
N
=    s`nn 1 dYY
donde
N
1 N = s
`
n : n =
1

que sustituida en la variación de la producción:
dY
Y
=    s`nn 1 CY dYY + IY dYY +

1  C
Y
  I
Y

dG
G
1 +
 
s`nn
 1 C
Y
  I
Y

dY
Y
=

1  C
Y
  I
Y

dG
G
Y en forma de multiplicador:
dY
dG
=
Y
G
 
1  C
Y
  I
Y

1  I
Y
+
 
s`Nn
 1 C
Y
 = 1
1  I
Y
+ (s`nn)
 1 C
Y
> 0
De igual forma, para el consumo y para el stock de capital obtenemos los
siguientes multiplicadores a largo plazo:
 1 < dC
dG
=  
 
s`nn
 1 C
Y
1  I
Y
+ (s`nn)
 1 C
Y
< 0
dK
dG
=
1

dI
dG
=
1

I
Y
1  I
Y
+ (s`nn)
 1 C
Y
> 0
Los resultados anteriores dependen crucialmente de la relación horas de
trabajo/ocio de estado esacionario, s`N y de la elasticidad de sustitución in-
tertemporal en la oferta de trabajo, n. Si la oferta de trabajo fuese exógena,
y no entrase en la función de utilidad, a = 1, s`n = 0, obtendríamos a largo
plazo el resultado clásico estándar en el que las variaciones del gasto público
435
no afectarían al output y sólo darían lugar al conocido efecto expulsión to-
tal (crowding out) en el que el consumo privado cae en la misma cuantía
que aumenta el gasto público. Por otra parte, mientras mayor sea n, (más
elástica es la curva de oferta de trabajo) mayor es el efecto a largo plazo del
aumento del gasto público en el output, la inversión y el stock de capital y
más pequeño es el efecto expulsión sobre el consumo.
La dinámica a corto plazo.
El modelo log-linealizado viene dado por las siguientes ecuaciones:
K^ = (I^   K^) ((5.54))
C^ = r^ ((5.55))
G^ = T^
W^ = Y^   N^
r^ = (+ )

Y^   K^

((5.56))
Y^ = z^t + K^ + (1  )N^
Y^ = scC^ + sI I^ + sGG^ ((5.57))
N^ = s`nn

W^   C^

El sistema anterior presenta dos ecuaciones dinámicas, ecuaciones (5.54)
y (5.55), en las variables de estado, K y C, siendo el stock de capital la
variable predeterminada. Reduciremos el sistema anterior a uno dinámico en
K y C.
En orden a escribir el sistema dinámico en términos de las dos variables
anteriores comenzamos por expresar Y^ , W^ y N^ en función de del stock de
capital y del consumo. Por tanto, a partir de
W^   Y^ + N^ = 0
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Y^   (1  )N^ = K^
 N^ + ns`nw^ = ns`nC^
Resolvemos el sistema estático aplicando Cramer, para obtener:
(1  )N^ = (1  )C^ + (  1)K^ ((5.58))
(1  )W^ = (  1)C^ + (1  )K^ ((5.59))
Y^ = K^ + (1  )C^ ((5.60))
donde
 =
1 + ns
`
n
1 + ns`n
> 1) ns`n =
  1
1   > 0
Sustituyendo (5.60) en (5.57).
sI I^ = Y^   scC^   sGG^
sI I^ = K^   (sC +   1)C^   sGG^
Y a partir de (5.56) y (5.60).

+ 
r^ = (  1)K^ + (1  )C^
obtenemos el sistema a resolver:
K^ = (I^   K^) = Y
K
h
(  sI)K^   (sC +   1)C^
i
  Y
K
sGG^
C^ = (+ )
h
(  1)K^ + (1  )C^
i
Expresado de forma matricial"
K^
C^
#
=
"
a11 a12
a21 a22
#"
K^
C^
#
+
"
  Y
K
sG
0
#
G^
La traza y el determinante de la matriz de coecientes del sistema vienen
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dados por:
tr(A) = a11+a22 =
Y
K
( sI)+(+ )(1 ) = Y
K
[  sI + (1  )] =
=
Y
K
( sI + ) =  > 0 : jAj =  (+ )Y
K
[sI(  1) + sC(1  )] < 0
Las raíces características son reales y alternas en signo. Denotaremos la
raíz estable como  1 > 0 y la inestable como 2 > 0:
La relación de estado estacionario entre el stock de capital y el gasto
público viene dada por las dos ecuaciones siguientes.
C^ =
  sI
sC +   1K^  
sG
sC +   1G^ : C^ =  
1  
  1 K^
La perturbación de gasto público puede expresarse de forma general como:
Gt =  
Y
K
sGG^ exp f "tg = g exp f "tg
Si
" = 0) Gt =  
Y
K
sGG^ = g
el incremento no esperado del gasto público es permanente.
Por contra, si
" < 0) Gt =  
Y
K
sGG^ exp f "tg : l{m
t!1
Gt = 0
el shock de gasto público es transitorio pues conforme nos alejamos en el
tiempo del momento en el que se produce la perturbación, los efectos del
mismo van desapareciendo. De esta forma, el parámetro " nos indica el
grado de persistencia del shock.
Shock permanente de gasto público (" = 0).
En el apéndice 5.3 desarrollamos la solución del sistema.
La dinámica de transición y el equilibrio a largo plazo vienen dados por
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la solución del sistema:"
K(t)
C(t)
#
=
"
0
C(0)
#
exp f1tg+ g
12
(1  exp f1tg)
"
a22
 a21
#
"
K^(t)
C^(t)
#
=
"
0
C^(0)
#
exp f1tg (1  exp f1tg)
"
(+ )(1  )
(+ )(1  )
#
Y
K
sGG^
12
Para calcular el multiplicador de impacto sobre el consumo, recurrimos a
la condición de estabilidad cuando una de las raíces es positiva:"
2   a22 a12
a21 2   a11
#"
K(0) + LfgK ; 2g
C(0) + LfgC ; 2g
#
=
"
0
0
#
"
2   a22 a12
a21 2   a11
#"   Y
K
sGG^
2
C(0)
#
=
"
0
0
#
El cambio en el momento en el que se produce la perturbación o multi-
plicador de impacto viene dado por:
C^(0) =  

2 + (+ ) (  1)
2(+ sc   1)

sGG^ < 0
A largo plazo, los multiplicadores para el consumo y el stock de capital vienen
dados por:
C^(1) =  

Y
K
(+ ) (1  )
12

sGG^ < 0
K^(1) =

Y
K
(+ ) (  1)
12

sGG^ > 0
Sustituyendo en sus expresiones correspondientes, ecuaciones (5.56), (5.57)
y (5.58) obtenemos los multiplicadores de impacto para cada una de las
variables.
W^ (0) =   
1  (  1)

2 + (+ ) (  1)
2 (+ sc   1)

sGG^ < 0
Y^ (0) =

(  1) (2 + (+ ) (  1))
2 (+ sc   1)

sGG^ > 0
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N^(0) =
1  
1  C^(0) =
1  
1  

2 + (+ ) (  1)
2(+ sc   1)

sGG^ > 0
El tipo de interés real lo podemos calcular obteniendo la curva frontera de
los precios de los factores:
W^ = Y^   N^ = (Y^   K^) + (K^   N^) = 
+ 
r^ +
1

W^
r^(0) =
(  1) (+ )


2 + (+ ) (  1)
2 (+ sc   1)

sGG^ > 0
Finalmente el multiplicador de impacto para la inversión viene dado por:
sI I^(0) =  (sc +   1)C^(0)  sGG^ =

(+ ) (  1)
2

sGG^ = 1
K
Y
K^(1)
I^(0) =
1

K^(1)
Esta ecuación nos muestra el denominado mecanismo del acelerador, esto es,
el impacto en la inversión es proporcional al efecto a largo plazo sobre el
stock de capital, donde la raíz estable juega el papel de velocidad del ajuste.
El aumento en el gasto público da lugar a una disminución en la demanda
de consumo y una caída en el salario real.
Calibración.
Siguiendo a King y Rebelo (1999) podemos callibrar el modelo con los
siguientes parámetros:
r =    sI sG sC a N
0:016 0:024 1=3 0:20 0:20 0:6 0:183 0:2
A partir de
W (1 N) = 1  a
a
: W = (1  ) Y
N
obtenemos
1 N
N
=
1  a
a
sC
1  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King y Rebelo estiman que el tiempo dedicado a trabajar es del 20% , con
lo que N = 0:2 y s`N = 4.
Dado que
a =
sC
sC + (1  )s`N
= 0:183
Finalmente, Z es un parámetro que nos ja la escala de la economía. Podemos
normalizarlo de tal forma que Y = 1. A partir de la función de producción:
Z = N 

Y
K
1 
= 1:442
Con esta parametrización, el consumo, la inversión y el gasto público agre-
gado coinciden con sus participaciones respectivas en la producción.
La matriz jacobiana del sistema viene dada por:
 =
"
0:0615  0:209
 0:0114  0:04569
#
:
"
Gt
Ct
#
=
"
 0:024
0
#
y las raíces del sistema por 1 = 0:0646 y 2 = 0:08:
Los multiplicadores de impacto y de largo plazo vienen resumidos en la
tabla 5.3.
Tabla 5.3
Variable Multiplador de impacto Multiplicador a largo plazo
dY
dG
1:029 1:054
dC
dG
 0:54  0:16
dI
dG
0:57 0:21
EKG 0 0:21
ENG 0:31 0:21
ErG 0:52 0
EWG  0:10 0
Shock temporal de gasto público (" = 0).
La solución del sistema dinámico en K(t) y C(t) viene dado por:"
K^(t)
C^(t)
#
=
"
0
C^(0)
#
exp f1tg+ g
2 + "
"
a22 + "
 a21
#
exp f1tg   exp f "tg
1 + "
: (" 6= 1)
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"
K^(t)
C^(t)
#
=
"
0
C^(0)
#
exp f1tg 
"
(+ )(1  ) + "
(+ )(1  )
#
exp f1tg   exp f "tg
(1 + ") (2 + ")
Y
K
sGG^
Los multiplicadores de impacto sobre el consumo y la producción son:"
2   a22 a12
a21 2   a11
#"
g
2+"
C(0)
#
=
"
0
0
#
C^(0) =  

2 + (+ ) (  1)
2(+ sc   1)

sG
2 + "
G^ < 0
h
Y^ (0)
i
">0
=
2
2 + "

(  1) (2 + (+ ) (  1))
(+ sc   1)2

=

2
2 + "
h
Y^ (0)
i
"=0
> 0
El impacto sobre la producción es más pequeño cuanto menos persistente sea
el shock de gasto público, esto es, mientras más alto sea ":
Es interesante calcular el impacto inicial sobre la inversión neta. Difer-
enciando la solución con respecto al tiempo y haciendo t = 0.
dK^(0)
dt
=
(+ )(  1)  "
2 + "
Y
K
sGG^
El cambio en la inversión neta depende de dos mecanismos que operan
en direcciones opuestas: por una parte si la oferta de trabajo es muy elástica
( alto) y el shock es muy persistente, (" bajo), entonces el numerador de la
expresión anterior será positivo y la inversión aumenta. Intuitivamente esto
signica que aunque el consumo cae pero la producción aumenta consider-
ablemente dada la alta elasticidad de la oferta de trabajo, el incremento en
el gasto público no provoca ningún tipo de efecto desplazamiento sobre la
inversión (no existe crowding-out sobre la inversión).
Si la oferta de trabajo es inelástica, ( = 1); o la perturbación de gasto
es poco persistente, el impacto sobre la inversión es negativo, aunque a largo
plazo retorna a su valor de equilibrio inicial.
En resumen, una perturbación de gasto público nanciada con impuestos
a tanto alzado provoca una disminución en el consumo, independientemente
de la persistencia de la perturbación del gasto, una caída en el salario real, un
aumento en el número de horas trabajadas y un aumento en la producción.
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El mecanismo de transmisión que opera aquí es muy distinto al del modelo
IS-LM tradicional. Mientras que en éste, el gasto eleva la demanda agregada
y la producción directamente y a través del efecto inducido en el consumo
predice que el multiplicador del gasto será mayor a uno, en el modelo de Ciclo
Real, el aumento del gasto tiene que ser nanciado con mayores impuestos
en el futuro con lo cual los individuos experimentan una disminución en el
valor actual de su riqueza, lo que induce a sustituir horas de ocio por horas
de trabajo.
El multiplicador de la producción con respecto al gasto depende de los
valores de calibración y de las función de preferencias utilizada. Por ejemplo,
Greenwood y Hu¤man (1988) proponen la siguiente función de preferencias.
u(Ct; Nt) = ln

Ct   a
1 + 
N1+

Las condiciones de primer orden del problema para las economías domésticas
vendrían dadas por:
1
Ct   a1+N1+
= t :
aN 
Ct   a1+N1+
= tWt
La curva de oferta de trabajo por tanto serían independiente del consumo:
ln a+  lnN = lnWt
En este caso, un aumento del gasto público no desplaza la función de oferta
de trabajo, con lo que la política scal no afecta al output ni al stock de cap-
ital, provocando únicamente un efecto expulsión sobre el consumo de igual
cuantía al aumento del gasto público.
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5.11.2. Gasto público en la función de utilidad.
La cuestión de los efectos del gasto público sobre las variables reales
ha sido extensamente estudiada y estimada sobre todo en relación a dos
cuestiones: el tamaño del multiplicador del gasto y el efecto del gasto público
sobre el consumo.
Planteamos un modelo de Ciclo Real en el que la función de utilidad
incluye gasto público, pudiendo ser como veremos complementario o susti-
tutivo del consumo privado. Siguiendo los trabajos de Linneman (2006),
Ganelli y Tervala (2009), Amano y Wirjanto (1998), Bouakez y Rebei (2007)
y Christiano y Eichenbaum (1992), supondremos que la función de utilidad
es separable en consumo (desglosado en consumo privado y gasto público) y
ocio.
Consideremos de nuevo la función instantánea de utilidad56:
u(Ct; `t) =
1X
t=0
exp f tg

u(Ct; Gt) + a
(1 Nt)1 
1  

: a;  > 0
La condición de primer orden viene dada por:
uC(Ct; Gt) = t
C
uC
@uC
@C
C^t +
G
uC
@uC
@G
G^t = ^t
Dado que en estado estacionario  = uC(C;G), dicha condición log-linealizada
56La forma habitual de expresar la tasa de descuento subjetiva es

1
1+
t
= t:Sin
embargo la estructura log-lineal del modelo permite que resulte también apropiada la
formulación exponencial aunque entre ellas no existe prácticamente ninguna diferencia.
Si realizamos la aproximación de Taylor de primer orden a exp fg en el entorno de
 = 0 obtenemos:
exp fg ' exp fg+ exp fg (  )
exp fg ' 1 + 
Y por tanto
(1 + )
 t
= exp f tg
O bien a partir de ln(1+x) = x, entonces ln(1+) 1 =   y exp f g = (1+) 1 = 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tiene la siguiente expresión:
^t = "CCC^t + "CGG^t ((5.61))
El signo de cG depende de como consideremos el gasto público en relación al
consumo privado. En concreto, si asumimos complementariedad en ambos,
tenemos que:
cG > 0,
@uC
@G
> 0
esto es, un aumento del gasto público eleva la utilidad marginal del consumo,
dado un nivel de éste.
Veamos en primer lugar el efecto de un incremento del gasto público sobre
el nivel de consumo.
Las condiciones de primer orden relevantes para calcular dicho efecto son
la restricción de recursos, la función de producción y la condición de primer
orden con respecto a la oferta de trabajo. Dado que deseamos ver bajo que
condiciones de la función de utilidad propuesta el efecto del gasto público
sobre el consumo es positivo o negativo, supondremos que a corto plazo el
efecto del gasto público sobre el stock de capital es pequeño y por tanto, la
respuesta de la inversión es nula; como además no estamos interesados en los
efectos de la perturbación de oferta, la suprimimos de igual manera. De esta
forma, en lo que sigue I
Y
I^t = 0; Z^t = 0 y K^t = 0:
A partir de la restricción de recursos y de la función de producción log-
linealizadas.
Y^t =
C
Y
C^t +
G
Y
G^t = (1  )N^t
N^t =
1
1  

C
Y
C^t +
G
Y
G^t

La oferta de trabajo viene dada por:
^t =
 
Ns
`
N
 1
N^t   W^t : W^t = (Y^t   N^t)
Utilizando (5.61):
"CCC^t + "CGG^t =
 
Ns
`
N
 1
N^t   (Y^t   N^t)
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"CCC^t + "CGG^t =
1
1  
 
Ns
`
N
 1
+ 1
C
Y
C^t +
G
Y
G^t

 

C
Y
C^t +
G
Y
G^t

"
"CC +
C
Y
 
1 
 
ns
`
N
 1
+ 1
1  
!#
C^t =

 "CGG^t + G
Y
 
ns
`
N
 1
+ 1
 1
1     1

G^t
Finalmente el multiplicador del consumo con respecto al gasto público viene
dado por:
dC^t
dG^t
=
 "CG(1  ) +

+
 
ns
`
N
 1 G
Y
(1  )"CC  

+
 
ns`N
 1
Dado que el denominador es negativo, un aumento en el gasto público provo-
cará un efecto positivo en el consumo si se verica:
1
1  

+
 
ns
`
N
 1 G
Y
< "CG
Christiano y Eichenbaum (1992) proponen la siguiente función de utili-
dad.
u(Ct; Gt) = ln(Ct + Gt)
La condición de primer orden para el consumo es @uC
@G
uC(Ct; Gt) =
1
Ct + Gt
= t ) "CC = @t
@Ct
C

=   C
C + G
"CG =
@t
@Gt
G

=   
(C + G)2
G

Para  = 0 tendríamos el modelo básico mientras que si  > 0; entonces el
consumo y el gasto público no serían complementarios.
Otras formas funcionales utilizadas en la literatura son:
u(Ct; Gt) = C
 
t G
(1 )
t ) "CC =
@uC
@Ct
C
uC
=  
Amano y Wirjanto (1998) suponen que la relación entre consumo privado
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y público viene dado por una función constante elasticidad de sustitución.
uC(Ct; Gt) =
1
1  

C
 1

t + (1  )G
 1

t
 
 1
1 
Para !1, el consumo público privado y el consumo público son sustitutos
perfectos, mientras que para  = 0, ambos son complementarios perfectos.
La modicación de la función de utilidad al introducir el gasto público
en la función de utilidad, asumiendo separabilidad con el ocio da lugar a las
siguientes condiciones de primer orden:
uC(Ct; Gt) = t
(1 Nt)  = t(1  )ZtN t Kt
uC(Ct; Gt) = Et (UC(Ct+1; Gt+1)(1 + rt+1))
rt+1 = 

Zt+1Nt+1
Kt+1
1 
  
Kt+1 = (1  )Kt + Z1 t N1 t Kt   Ct  Gt
El modelo log-linealizado viene dado por las siguientes ecuaciones.
^t = "CCC^t + "CGG^t
^t =
h 
ns
`
N
 1
+ )
i
N^t   K^t   Z^t
^t = Et^t+1 + Et


2
1

N^t+1   K^t+1 + Z^t+1

K^t+1 = 1K^t + 2N^t + 3G^t + (1  1   2   3)C^t
donde los parámetros verican las siguientes relaciones de estado estacionario.
1 = 1+r : 2 = (1 )Y
K
: 3 =  r + 

G
Y
:
Y
K
=
(r + )

: 
2
1
=
(1  )(r + )
1 + r
Sustituyendo el multiplicador de Lagrange, las tres ecuaciones lineales
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que nos quedan permiten calcular la solución para el consumo, el nivel de
empleo y el stock de capital futuro.
"CCC^t + "CGG^t =
h 
ns
`
N
 1
+ )
i
N^t   K^t   Z^t ((5.62))
"CCC^t + "CGG^t =
= Et

"CCC^t+1 + "CGG^t+1

+ Et


2
1

N^t+1   K^t+1 + Z^t+1

((5.63))
K^t+1 = 1K^t + 2N^t + 3G^t + (1  1   2   3)C^t ((5.64))
Solución.
Utilizaremos el método de los coecientes indeterminados. La solución
para las variables endógenas es función lineal de la variable predeterminada
y de las variables exógenas, por lo que debemos determinar las elasticidades
ij, donde i denota la variable endógena correspondiente y j es o bien la
variable predeterminada o bien la exógena.
C^t = ckK^t + czZ^t + cGG^t
N^t = nkK^t + nzZ^t + nGG^t
K^t+1 = kkK^t + kZ^t + kGG^t
Sustituyendo el consumo y las horas de trabajo en (5.62):
"CC

ckK^t + czZ^t + cGG^t

+ "CGG^t =
=
h 
ns
`
N
 1
+ 
i 
nkK^t + nzZ^t + nGG^t

  Z^t   K^t)
Identicando los términos correspondientes:
"CCck  
h 
ns
`
N
 1
+ 
i
nk =  
"CCcz  
h 
ns
`
N
 1
+ 
i
nz =  1
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"CCcG + "CG  
h 
ns
`
N
 1
+ 
i
nG = 0 ((5.65))
Podemos interpretar cualitativamente la última de estas ecuaciones. Si
"CG = 0, hemos visto que el aumento del gasto público eleva la oferta de
trabajo nG > 0, con lo que aumenta la desutilidad marginal a trabajar; en
el óptimo, la utilidad marginal del consumo debe aumentar o lo que es lo
mismo el nivel de consumo debe ser menor, por lo tanto, consumo y oferta
de trabajo se moverían en direcciones opuestas. Si "CG > 0; y el gasto
público eleva la utilidad marginal de los individuos ya no es necesario que la
utilidad marginal derivada del consumo privado aumente, con lo que no se
tiene porqué dar una disminución en el consumo privado ante el aumento del
gasto público.
De igual manera, la identicación para (5.63):
"CCC^t+"CGG^t = Et

"CCC^t+1 + "CGG^t+1

+Et


2
1

N^t+1   K^t+1 + Z^t+1

"CC

ckK^t + czZ^t + cGG^t

+ "CGG^t =
= "CC
h
ck

kkK^t + kzZ^t + kGG^t

+ czZ^t+1 + cGG^t+1
i
+ Et"CGG^t+1
 2
1

kkK^t + kzZ^t + kGG^t

+ 
2
1
EtZ^t+1
+
2
1
Et
h
nk

kkK^t + kzZ^t + kGG^t

+ nzZ^t+1 + nGG^t+1
i
"CCck(1  kk) =  
2
1
kk + 
2
1
nkkk ) ck =  
2
1
kk(1  nk)
"CC (1  kk)
"CCcz = "CC (ckkz + czz)  
2
1
(kz   nkkz   nzz   z)
"CCcG + "CG = "CC
 
ckkG + cGg
  2
1
 
kG   nkkG   nGg

((5.66))
Y nalmente, para (5.64).
K^t+1 = 1K^t + 2(Z^t + N^t) + 3G^t + (1  1   2   3)C^t
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kkK^t + kzZ^t + kGG^t =
1K^t + 2Z^t + 2

nkK^t + nzZ^t + nGG^t

+ 3G^t+
+(1  1   2   3)

ckK^t + czZ^t + cGG^t

kk = 1 + 2nk + (1  1   2   3)ck
kz = 2(1 + nz) + cz(1  1   2   3)
kG = 3 + 2nG + cG(1  1   2   3) ((5.67))
El sistema no lineal anterior puede resolverse calibrando el modelo. Podemos
considerarse por ejemplo, los siguientes valores.
 =
1
3
:  = 0:025 : z = g = 0:95 : r = 0:015 :
G
Y
= 0:2
N =
1
4
: n = 1 : "CC =  1:5
Para "CC tomamos el valor de  1:5: Dicho parámetro nos da una medida de
la aversión al riesgo y las estimaciones empíricas lo sitúan en un rango entre
 1 y  2. Con un valor igual a  1;frecuentemente utilizado, perderíamos la
propiedad de complementariedad entre consumo privado y público.
Sustituyendo estos valores en nuestras ecuaciones obtenemos:

2
1
=
(1  )(r + )
1 + r
= 0:027
1 = 1:015; 2 = 0:08; 3 =  0:024 : 1  1   2   3 =  0:071
Resolviendo el sistema lineal obtendríamos el impacto de las variables
exógenas sobre las endógenas. Aquí seguiremos una estrategia distinta, -
jándonos en las siguientes ecuaciones que nos dan la magnitud del cambio en
las variables endógenas cuando cambia el gasto público.
Las ecuaciones son las que nos miden el impacto del gasto público son
(5.65), (5.66) y (5.67) y con los parámetros calibrados y realizando el supuesto
kG = 0. Dicha simplifación obedece a que en el modelo de Ciclo Real con
gasto público, Romer (2002, pag 184) con los parámetros anteriores calcula
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que la respuesta del stock de capital al gasto público es igual a  0:004.
 1:5cG + "CG   0:76nG = 0 ((5.65))
 1:5cG + "CG =  1:5gcG + 0:027nGg ((5.66))
0 =  0:024 + 0:08nG   0:071cG ((5.67))
Si "CG = 0; no existe complementariedad entre consumo privado y gasto
público, y consumo privado y horas de trabajo se mueven en direcciones con-
trarias sólo con ver (5.63) y (5.64), esto es, las horas trabajadas aumentarían
y el consumo privado disminuiría.
Sustituyendo (5.65) en (5.63) obtenemos
 2:17cG + "CG = 0:22
Por tanto para que cG > 0, es necesario que como mínimo "CG sea igual a
0.22, ya que:
cG =
"CG   0:22
2:17
Por tanto, mientras mayor sea el grado de complementariedad entre con-
sumo privado y gasto público mayor será la respuesta positiva del consumo
ante incrementos del gasto público.
En el gráco 5.4. observamos el efecto conjunto del aumento del gasto
público y de la perturbación tecnológica en el mercado de trabajo clásico.
El shock tecnológico desplaza la demanda de trabajo hacia la derecha y el
shock de gasto público desplaza la curva de oferta hacia la derecha, debido
al efecto riqueza adverso. Dos consecuencias se extraen de la introducción
de complementariedad entre gasto público y consumo privado. En primer
lugar, la correlación entre horas trabajadas y salario real se acerca a la ev-
idencia empírica, esto es, las perturbaciones provocan un aumento notable
en el factor trabajo utilizado y una variación pequeña en el salario real y en
segundo lugar, el aumento del gasto público no supone una disminución del
consumo lo cual estaría de acuerdo con la evidencia empírica, ya que éste
tiene un comportamiento procíclico.
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5.11.3. Deuda e impuestos en el modelo de
crecimiento neoclásico.
En este epígrafe ampliamos el modelo de Campbell (1994) y estudiamos,
siguiendo la aportación de Ludvigson (1996) cómo afecta un aumento del
décit presupuestario debido a una reducción de impuestos al output a la
inversión, al consumo y al nivel de horas trabajadas.
Algunos autores, Dotsey (1990) o McGrattan (1994) muestran evidencia
de que un décit provocado por reducciones de impuestos sobre el capital
tiene un efecto expansivo sobre la producción y la inversión si dicho décit
es pagado en el futuro con impuestos a tanto alzado. Dotsey (1994), a partir
de un modelo con oferta de trabajo inelástica concluye que tipos impositivos
más bajos y décits presupuestarios más altos conducen a reducciones en
la inversión y la producción si dicho décit debe ser pagado a partir de
impuestos sobre la renta, con lo que la estructura impositiva juega un papel
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decisivo para determinar los efectos de la política scal.
El modelo básico de Ciclo Real con oferta de trabajo variable demuestra
que la elasticidad de sustitución intertemporal en las horas de trabajo en
respuesta a cambios en el salario después de impuestos es el principal factor
determinante para explicar la respuesta de la producción y la inversión a un
aumento en la deuda del Estado.
Un aumento del décit hoy, debido a una reducción de impuestos, supone
que aunque los tipos impositivos son hoy más bajos, en el futuro serán más
altos. La reducción de tipos impositivos conduce a una sustitución de ocio
por horas de trabajo pero el aumento futuro de los impuestos reduce el
rendimiento del ahorro después de impuestos, provocando que el consumo
aumente. La inversión lo hará en la medida que la producción aumente más
que el consumo.
Por tanto, la cuestión es si un décit provocado por una disminución de
impuestos reduce la inversión o la producción o por contra los tipos más
bajos tienen un efecto estimulante sobre las mismas.
En segundo lugar, podemos preguntarnos si la forma en la que el Estado se
nancia importa. Hemos visto que un aumento del gasto público nanciado
con impuestos a tanto alzado tienen un efecto expansivo sobre la producción
y la inversión debido al impacto negativo sobre la riqueza y por tanto al
aumento en las horas trabajadas. Un aumento del gasto nanciado con deuda
puede también aumentar la oferta de trabajo y la producción, resultado que
como veremos depende de los parámetros del modelo.
Por otra parte, los resultados del modelo son consistentes con el hecho de
que un aumento en los tipos impositivos tienen un efecto contractivo sobre
la actividad económica.
El modelo de Ciclo Real que planteamos tiene como novedad la ecuación
dinámica para la deuda pública.
Las economías domésticas maximizan la siguiente función de utilidad su-
jetas a la restricción presupuestaria.
Max
1X
t=0
lnCt +
(1 Nt)1 
1  
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La restricción de recursos es como habitualmente:
Kt+1 = (1  )Kt + Yt   Ct  Gt
La acumulación de deuda viene dada por:
Dt+1 = R
g
t+1Dt +Gt    tYt
donde Dt es la deuda pública y R
g
t+1 = 1+ rt+1 es el tipo de interés que paga
dicha deuda a sus poseedores y  t el tipo impositivo medio sobre la renta.
Asumimos que dicho tipo se conoce con certeza en el periodo en el que se
emite dicha deuda.
Las dos restricciones pueden ser condensadas en una sola, sustituyendo
el gasto público.
Ct +Kt+1 +Dt+1 = (1  )Kt +Rgt+1Dt + (1   t)Yt
Las variables de decisión del problema son fCt; Nt; Kt+1; Dt+1g.
Las condiciones de primer orden del problema son:
Ct = Et (Ct+1Rt+1) : Ct = Et
 
Ct+1R
g
t+1

(1 Nt)  = (1   t)(1  )
Ct

Kt
Nt

Rt+1 = (1   t+1)

Zt+1Nt+1
Kt+1
1 
+ (1  )
donde hemos asumido que el rendimiento del capital está sujeto a imposición.
Las ecuaciones que nos dan el estado estacionario vienen dadas por:
1

= R = Rg
N
K
=

r + 
(1  )
 1
1 
: R ' 1 + r
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YK
=
r + 
(1  ) :
C
K
=
(r + ) (1  X
Y
)
(1  )   
 =
D
Y
(R  1) + G
Y
Las variable exógena del modelo, el gasto público, Gt, viene representada por
el siguiente proceso:
lnGt+1 = (1  g) lnG+ g lnGt + "t+1 :
g  1
Por otra parte, la deuda Dt sigue el siguiente proceso:
lnDt+1 = (1  d) lnD + d lnDt + ut : jdj  1
Analizar un aumento en la deuda, provocada por una reducción en el tipo
impositivo, implica que en t se produce una perturbación que aumenta el
nivel de deuda futuro, manteniendo constante tanto el nivel de gasto público
como el nivel de deuda presente. Dicha innovación viene dada por ut que
suponemos es distinta de cero en t pero es igual a cero en los siguientes
periodos, esto es, ut+i = 0 8i > 0:
Desde el punto de vista de la solución del modelo, dicha perturbación es
una variable de estado adicional.
La solución del modelo ha sido determinada por el método de los coe-
cientes indeterminados y está incluida en el apéndice 5.2.
Los parámetros ij son las elasticidades que miden la respuesta de un
cambio en la variable j a la variable i.
Todas estas elasticidades que nos dan la respuesta de las variables endó-
genas a las variables dependen de la elasticidad de sustitución intertemporal
en el ocio, dado por `; que nos da una medida de la elasticidad de la curva
de oferta de trabajo. Mientras mayor sea `, más elástica es dicha curva, y
las elasticidades serán también mayores en valor absoluto.
La solución para las variables endógenas tendrá por tanto la siguiente
estructura.
ct = ckkt + cggt + cddt + cuut
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kt+1 = kkkt + kggt + kddt + kuut
yt = ykkt + yggt + yddt + yuut
nt = nkkt + nggt + nddt + nuut
Los tipos impositivos sobre la renta inuyen en las decisiones óptimas de
los individuos, esto es, distorsionan la elección entre horas de ocio y horas de
trabajo. La cantidad de horas de trabajo viene dada por:
(1 Nt)  = (1   t)Wt
Ct
Cambios en el tipo impositivo afectan al salario real después de impuestos,
y por tanto alteran la cantidad de horas que el individuo desea ofrecer, dado
un nivel de consumo. Pero también, las horas de trabajo son proporcionales
al nivel de consumo. Un nivel de consumo más alto, disminuye la utilidad
marginal de la renta y por tanto tiende a reducir las horas de trabajo. De
esta forma, variaciones en los tipos impositivos no sólo afectan a la renta del
individuo sino también a su nivel óptimo de consumo y ahorro.
El parámetro de persistencia en la dinámica de la deuda afecta directa-
mente a la senda de ajuste de los tipos impositivos futuros. En el momento
en el que aumenta la deuda debido a la reducción de impuestos, éstos dismin-
uyen pero d marca cuantos periodos futuros estarán los tipos impositivos
más altos de su nivel de estado estacionario. Si d = 0, los tipos sólo estarán
un periodo futuro más altos, sin embargo si d = 1, los tipos impositivos
futuros estarán de forma permanente más altos en el futuro.
Las elasticidades calculadas cuando cambia el gasto público dependen del
parámetro de persistencia del gasto del Estado, g, pero no del parámetro de
persistencia del proceso que siga la deuda.
Finalmente, el aumento de la deuda nanciada con una redución de tipos
impositivos altera la decisión ocio-trabajo pero no genera ningún efecto renta,
ya que aunque los tipos impositivos son más bajos hoy, serán más altos en
el futuro. Esto es, la deuda no constituye riqueza, sólo es un préstamo
que los individuos realizan al Estado y que será devuelto con sus intereses
correspondientes en el futuro. De esta forma, el efecto sustitución domina en
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la elección de la combinación óptima oferta de trabajo-ocio.
Esto contrasta con una variación en el gasto corriente del Estado que sí
produce un efecto renta considerable.
Calibración.
Calcular las elasticidades y por tanto la solución numérica del modelo
implica asignarle valores a los parámetros que denen el estado estacionario.
Los valores asignados para la calibración, consistentes con el estado esta-
cionario, vienen dados en la siguiente tabla:
r G=Y   D=Y G=D   N K=Y
0:015 0:20 0:30 0:025 2 0:1 0:23 0:985 0:2 9:75
Con estos datos podemos calcular las elasticidades solución del problema,
variando la elasticidad de sustitución intertemporal del ocio y los parámetros
de persistencia de las perturbaciones.
Consideremos en primer lugar los efectos de un décit presupuestario
provocado como consecuencia de una reducción de impuestos.
Las dos siguientes tablas nos resumen los resultados obtenidos para cuatro
valores distintos de ` y del parámetro de persistencia d:
Tabla 5.4
cu
d `
0:5 1 10 1
0 0:1 0:2 0:6 0:8
0:5 0:3 0:5 1:3 1:7
1 1:8 2:6 5:2 6:5
Tabla 5.5
yu
d `
0:5 1 10 1
0 1:2 2:6 7:1 10
0:5 0:7 1:2 6:2 8:7
1 0:4 0:3  2:1  6:5
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Tabla 5.6
ku
d `
0:5 1 10 1
0 0:9 0:2 1:1 1:4
0:5 0:07 0:3 0:8 1:2
1  0:04  0:19  0:9  1:5
Tabla 5.7
nu
d `
0:5 1 10 1
0 1 4 9:5 15
0:5 1 3:7 8:7 12:5
1 0:7 0:5  3:5  10
Excepto para un aumento permanente en el décit, d = 1, en cuyo caso, los
tipos impositivos tendrían que tener un nivel permanentemente más alto, las
elasticidades nos dan valores positivos. La interpretación es la siguiente: una
reducción de impuestos hoy estimula la oferta de trabajo, el efecto sustitución
o efecto salario opera en el sentido de reducir el tiempo de ocio y elevar el
tiempo de trabajo. Como resultado, la producción aumenta. Por otra parte,
el consumo aumenta debido a la reducción futura en el rendimiento en el
ahorro después de impuestos. Finalmente, la inversión aumenta porque el
aumento en la producción es mayor que el aumento en el consumo.
Conforme aumenta el parámetro de persistencia el efecto expulsión sobre
la inversión es más que probable, reejado en los valores negativos que toma
ku; mientras ocurre todo lo contrario con el consumo. La razón estriba en la
reducción futura del rendimiento del capital después de impuestos que será
mayor cuanto más persistente sea el décit.
Si el shock de deuda es transitorio, el efecto sustitución en la oferta de
trabajo es cuantitativamente importante mientras que si la perturbación es
persistente, el impacto negativo de unos impuestos permanentemente más
altos provocan una reducción del ahorro, un aumento del consumo y una
reducción en la cantidad de horas trabajadas de equilibrio y por tanto a una
reducción en la producción, efectos que se producen cuando la elasticidad de
sustitución intertemporal en el trabajo es alta.
De manera análoga podemos discutir los efectos de un décit provocado
por un mayor gasto público, que puede ser nanciado con más impuestos o
más deuda.
En este caso, los efectos sobre las variables se calculan como una com-
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binación de las respectivas elasticidades con respecto al décit y al gasto
público. Ahora tanto el gasto público como un nivel de deuda más alto
afectan conjuntamente a las variables. Un 1 % de aumento del gasto, eleva
la deuda en:
Dt+1 = Gt ) Dt+1
D
=
G
D
Gt
G
De esta forma, el efecto sobre el consumo, por ejemplo, viene dado por la
siguiente expresión:
C
C
= cu
D
D
+ cg
G
G
=

cu
G
D
+ cg

G
G
El efecto sobre las variables del modelo, calculado a partir de sus soluciones,
viene dado como una combinación lineal del aumento en el nivel de deuda y
del aumento en el nivel de gasto. Mientras que un aumento del gasto público
nanciado con impuestos futuros distorsionadores implica una reducción en
las horas trabajadas, en la producción, consumo y formación de capital,
mientras que el aumento del gasto nanciado sólo con deuda puede tener
efectos positivos sobre dichas variables.
El único efecto común es una disminución de la inversión en ambos casos.
En la tabla 5.8 podemos observar los efectos de ambas formas de nanciar
un aumento de gasto, dados unos valores para la elasticidad intertemporal
en el oferta de trabajo y unos parámetros de persistencia de la deuda y del
gasto.
Tabla 5.8
n y c k
` = 1 : d = g = 0:5
Deuda+Gasto 0:06 0:04 0:02  0:03
Gasto+Impuestos  0:29  0:19  0:05  0:06
Mientras que un aumento en la deuda provocado por una reducción de
impuestos tiene efectos positivos, cuando dicho aumento de deuda es com-
binado con un incremento de gasto público el efecto sobre las variables del
modelo es muy débil, resultado de los efectos contrapuestos sobre la oferta
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de trabajo de ambos.
Valores más altos de los parámetros de persistencia de la deuda y del
gasto público dan lugar a que el efecto del aumento del gasto público aunque
sea nanciado con deuda, provoque un efecto negativo sobre las horas traba-
jadas, la producción y el stock de capital y un efecto positivo mayor sobre el
consumo.
5.12. Costes de ajuste en el factor
trabajo y labor hoarding.
Burnside, Eichenbaum y Rebelo (1993) sugieren que introduciendo un
retardo entre los ajustes en el empleo y los ajustes en el esfuerzo laboral
podría explicarse el denominado ciclo de la productividad del trabajo, enten-
diendo éste como el hecho consistente en que la productividad es un indicador
adelantado de las uctuaciones en el empleo.
El modelo de Ciclo Real predice que la correlación entre productividad y
horas trabajadas es positiva pero muy alta, mientras que un hecho estilizado
de los mercados de trabajo es que su correlación es cero o negativa.
El denominado labor hoarding es una explicación que se remonta a
Okun (1962) y Solow (1964) para intentar comprender el comportamiento
procíclico de la productividad del trabajo y consiste en que las empresas no
varían a corto plazo sus niveles de empleo ante cambios en la demanda sino
que más bien mantienen sus plantillas aumentando o disminuyendo el nivel
de esfuerzo de sus trabajadores.
Mientras que en todos los modelos de Ciclo Real se asume que el empleo
es un input exible en el sentido de que puede cambiar rápidamente cuando
las necesidades de las empresas así lo requieran, esto puede que a corto plazo
no sea exactamente así ya que como subrayó Oi (1962, pag 538).
the concept of labor as a quasi-xed factor is, in my opinion, the
relevant one for a short-run theory of employment
Por tanto, el impacto de los cambios en la tasa de utilización de utilización
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del factor trabajo en la dinámica de las uctuaciones del desempleo puede ser
esencial para explicar tanto el denominado ciclo de la productividad como el
hecho de que ésta sea moderadamente procíclica.
Brechling (1965, pag 188) señala que:
it must be emphasized that the degree to which empleoyee are
utilized consists not only of the average number of hours worked
per man, but also of the intensity and continuity of his e¤ort.
Estas citas sugieren que sería útil para replicar el denominado ciclo de
la productividad del trabajo tanto la introducción de costes de ajuste en el
trabajo como la distinción entre horas, esfuerzo y número de empleados.
Burnside, Eichenbaum y Rebelo (1993) incorporan además un supuesto
adicional y es una especicación concreta para el conjunto de información
del que disponen las empresas. Si las perturbaciones exógenas fuesen ob-
servadas antes de la elección de los niveles de empleo y esfuerzo el modelo
sería observacionalmente equivalente a un modelo típico de Ciclo Real. Por
tanto el modelo incorpora el hecho de que el nivel de empleo debe ser elegido
antes de la observación de las perturbaciones, de tal manera que una vez
observadas éstas el ajuste en el nivel del factor trabajo se produce a corto
plazo fundamentalmente por un cambio en el esfuerzo por trabajador.
De esta forma el modelo básico se ve ampliado por dos fuentes de labor
hoarding, por una parte la introducción de costes de ajuste en el factor tra-
bajo da lugar a que las decisiones de contratación se hagan más homogéneas
en el tiempo y por otra que el ajuste a corto plazo no se produzca en el
empleo sino en el margen intensivo o nivel de esfuerzo por trabajador.
El modelo completo viene dado por las siguientes ecuaciones.
La función de producción es del tipo Cobb-Douglas:
Yt = ZtK

t (N
p
t )
1 
Npt = et
tNtH(1  (Q))
donde Npt es el nivel de empleo productivo utilizado por las empresas, que
depende del esfuerzo et; del número total de trabajadores, Nt, del número
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de horas trabajadas que es jado exógenamente al nivel H y del crecimiento
del progreso tecnológico  que aumenta la eciencia del factor trabajo. Los
costes de ajuste reducen el nivel de empleo productivo, esto es, una parte de
los trabajadores no están dedicados a producir directamente sino que están
implicados en las tareas administrativas de contratar o despedir.
Estos costes vienen modelizados por la función (Q), que viene dada por:
(Q) =
1
2
ln(Qt)
2 : 0 > 0 : 00 > 0
Qt =
Nt
Nt 1
Con estos supuestos, la función de producción viene dada por:
Yt = ZtK

t

etNt 1QtH

1  1
2
ln(Qt)
2
1 
El factor tecnológico sigue el proceso autorregresivo de orden 1 en logar-
itmos:
lnZt = (1  ) lnZ +  lnZt 1 + "t
La ecuación de acumulación del capital es
Kt+1 = (1  )Kt + It
Las economías domésticas maximizan una función de utilidad con trabajo
indivisible donde cada individuo representativo puede estar laboralmente en
dos situaciones, bien trabajando o bien desempleado según lo expuesto en el
epígrafe 5.2. Las probabilidades respectivas de los dos estados son p y 1  p:
En el caso de que el individuo esté trabajando su utilidad viene dada por:
u(C; e; p) = lnC +  ln(T      eH)
mientras que si se encuentra en desempleo tendrá.
u(C; p) = lnC +  lnT
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Normalizando la población a 1, la probabilidad de estar trabajando es:
pt =
Nt
N
= Nt
donde Nt es el número de empleados.
De esta forma la función de utilidad viene dada por:
u(c; e; ) = lnC + p ln(T      eH) + (1  p) lnT
u(c; e;Nt) = lnC +Nt ln(T      eH) + (1 Nt) lnT
La función de utilidad a maximizar es:
u =
1X
t=0
t lnCt + Nt ln(T      etH) + (1 Nt) lnT
Finalmente, podemos añadir el gasto público, que viene dado por:
lnGt = (1  ) lnG+  lnGt 1 + "t
Para cerrar el modelo necesitamos introducir la restricción de recursos.
Kt+1 = AtF (Kt; N
p
t ) + (1  )Kt  Gt   Ct
Dado que hemos incluido progreso técnico incorporado que aumenta la
eciencia del factor trabajo, debemos denir las variables como:
~Ct =
Ct
tn
: ~Kt =
Kt
tn
: ~Yt =
Yt
tn
: ~Gt =
Gt
tn
La restricción de recursos puede escribirse:
Kt+1
t
=
AtF (Kt; N
p
t ) + (1  )Kt  Gt   Ct
t
 ~Kt+1 = AtF ( ~Kt; N
P
t ) + (1  ) ~Kt   ~Gt   ~Ct
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Y la función de utilidad:
u = { +
1X
t=0
t ln ~Ct + Nt ln

T      etH
T

donde { =
P1
t=0 
t ln tn +  lnT:
Una guía para solucionar el modelo.
La primera decisión del planicador es elegir el nivel de contratación, sin
conocer ninguno de los shocks Zt o Gt: Por tanto, esta decisión es relativa
al vector de estado ( ~Kt; Nt 1; Zt 1; Gt 1) mientras que las decisiones de con-
sumo y esfuerzo están relacionadas con el vector de estado ( ~Kt; Nt; Zt; Gt).
Las reglas de decisión son la solución de la función de valor:
V0( ~Kt; Nt 1; Zt 1; Gt 1) = maxfQtg
E
h
V1( ~Kt; Nt; Zt; Gt)
i
con:
Nt = QtNt 1
y
V1(kt; Nt; Zt; Gt) = maxf ~Ct;et; ~Kt+1g
E
h
u( ~Ct; et; Nt) + V ( ~Kt+1; Nt+1)
i
sujeto a:
 ~Kt+1 = ZtF ( ~Kt; N
P
t ) + (1  ) ~Kt   ~Gt   ~Ct
Las condiciones de primer orden del problema son:
@V1
@ ~Ct
=
@u
@ct
+ 
@V
@ ~Kt+1
@ ~Kt+1
@ ~Ct
= 0 ((5.68))
@V1
@et
=
@u
@et
+ 
@V
@ ~Kt+1
@ ~Kt+1
@et
= 0 ((5.69))
@V
@Qt
=
@u
@Nt
@Nt
@Qt
+ 
@V
@ ~Kt+1
@ ~Kt+1
@Qt
+ 
@V
@Nt+1
@Nt+1
@Qt
= 0 ((5.70))
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junto a las condiciones de envolvente:
@V
@ ~Kt
= 
@V
@ ~Kt+1
@ ~Kt+1
@Kt
((5.71))
@V
@Nt 1
=
@u
@Nt
@Nt
@Nt 1
+ 
@V
@ ~Kt+1
@ ~Kt+1
@Nt 1
+ 
@V
@Nt
@Nt
@Nt 1
((5.72))
t = Et



@V
@ ~Kt+1

: t = Et


@V
@Nt

((5.73))
adelantando un periodo (5.71) y (5.72):
Et



@V
@ ~Kt+1

= t = Et
"
@V
@ ~Kt+2
@ ~Kt+2
@ ~Kt+1
#
= Et

t+1

1   + @F
@ ~Kt+1

((5.74))
Et

@V
@Nt

= Et
"
@u
@Nt+1
@Nt+1
@Nt
+ 
@V
@ ~Kt+2
@ ~Kt+2
@Nt
+ 
@V
@Nt+1
@Nt+1
@Nt
#
((5.75))
t

= Et

@u
@Nt+1
Qt+1 + t+1
@F
@Npt+1
@Npt+1
@Nt
+ t+1Qt+1

En función del empleo efectivo tenemos que:
@u
@et
= tZt
@F
@Npt
@Npt
@et
donde
@Kt+1
@et
= Zt
@F
@Npt
@Npt
@et
y por tanto (5.69) viene dada por la siguiente expresión en la cual hemos
aplicado expectativas:
Et 1

  @u
@Nt
@Nt
@Qt

= Et 1

tZt
@F
@Npt
@Npt
@Qt
+ tNt 1

y hemos aplicado:

@V
@ ~Kt+1
@ ~Kt+1
@Qt
= tzt
@F
@Npt
@Npt
@Qt
: 
@V
@Nt
@Nt
@Qt
= tNt 1
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En el caso de las funciones propuestas en el modelo, tanto las condiciones
de primer orden como las de envolvente del problema vienen dadas por:
La ecuación (5.68) es:
1
~Ct
= t ((5.76))
(5.69):
NtHet
T      etH = tZt(1  )
~Kt (N
p
t )
1  ((5.77))
(5.70):
  ln

T      etH
T

= tZt(1 ) ~Kt (Npt ) etH

1  
2
(lnQt)
2    lnQt

+t
((5.78))
(5.71)
t = t+1

1   + At+1 ~K 1t+1

etNt+1H(1  
2
(lnQ)2
1 
((5.79))
(5.72)
t

= Et

 ln

T      et+1H
T

Qt+1

+ ((5.80))
+Et

t+1At+1(1  ) ~Kt+1
 
Npt+1
 
t+1et+1Qt+1

1  1
2
(lnQ)2

+ t+1Qt+1

Y las dos restricciones del problema:
 ~Kt+1 = A

t
~Kt
 
NPt
1 
+ (1  ) ~Kt  Gt   ct ((5.81))
Nt = QtNt 1 ((5.82))
Resolviendo para el periodo t   1, aplicamos expectativas a las condiciones
de primer orden para resolver el nivel de empleo, Nt, que depende de las
variables de estado ~Kt; Nt 1; Zt 1; Gt 1:
El estado estacionario.
El estado estacionario (c; k;N; q; e; ; ) es la solución del sistema deter-
minista formado por las condiciones de primer orden donde las perturbaciones
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son constantes y normalizadas a la unidad.
q = 1 :  = 0
1
c
= 
  ln

T      eH
T

= (1  )k(eNH) eH + 

T      eH = (1  )k
 (eNH) 


= 1   + k 1 (eNH)1 
(1  ) =  ln

T      eH
T

+ (1  )k (eNH) 
k(eHN)1  = c+ g + (gA   1 + )k
La variable e puede aproximarse a partir de la ecuación no lineal siguiente:
e =  

T      eH
H

ln (T      eH)
Para valores particulares de los parámetros podemos computar su valor de
estado estacionario.
El resto de las variables vienen dadas por las siguientes expresiones:
~K
N
=
(
gA

  1 + 
(1  )(eH)
)
:  =
1
c
=    ln
 
T  eH
T

(eH)1 
 
k
n

k =
c+G
(eH)1 
 
k
n
 1   gA + 1   : N =
 
~K
N
! 1
k
La loglinealización de (5.76), (5.77), (5.78), (5.79) y (5.80):
c^t =  ^t
+
1  
Nsc

e^t + Q^t =  N^t 1 + k^t + ^t + z^t
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e^t + (+ )Q^t = k^t   N^t 1 + a^t + ^t + N
(1  )sc ^t
si

^t =
si

^t+1 + z^t+1 + (  1)k^t+1 + (1  )N^t
k^t+1   N^t + ^t+1 + Nsc
1  ^t+1  
Nsc
(1  )  ^t = Q^t+1 + e^t+1   z^t+1
y las dos restricciones del problema, (5.81) y (5.82):
sik^t+1 = (si(  1) + )k^t + z^t + (1  )N^t 1   sgg^t   scc^t
N^t = N^t 1 + Q^t
El modelo se resuelve en dos etapas. En primer lugar, se condicionan las
ecuaciones al momento t   1, en el que se toma la decisión sobre el empleo
en el momento posterior N^t antes de que se observen tanto z^t como g^t:
De dichas condiciones se obtiene la decisión óptima en función de las
variables de estado.
N^t = nkk^t + nnN^t 1 + nnz^t 1 + ngg^t 1
La resolución para el momento t implica sustituir ésta y considerar como
variables de decisión el consumo y el nivel de esfuerzo donde las variables de
estado son el stock de capital, el nivel de empleo en t y el multiplicador de
Lagrange.
El efecto de las perturbaciones tecnológicas es el esperado dados los
supuestos introducidos en el mismo. Con labor hoarding, en sus dos ver-
tientes, con costes de ajuste en el empleo y con la introducción del nivel
de esfuerzo, la correlación entre horas trabajadas y salarios reales es baja,
debido a que el shock tecnológico incide a corto plazo sobre el esfuerzo y no
sobre el nivel de empleo que viene predeterminado antes de la observación
de la perturbación.
Un aumento del gasto público, eleva así mismo el nivel de esfuerzo a corto
plazo y mientras más altos sean los costes de ajuste mayor es la respuesta
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del esfuerzo.
Con respecto al denominado ciclo de la productividad, si los costes de
ajuste son bajos el modelo es incapaz de generar que la productividad sea
un indicador adelantado del ciclo. Sin embargo, la inclusión del nivel de
esfuerzo sí es capaz de reproducir el ciclo de la productividad aunque a su
vez aumenta la variabilidad de la misma. La introducción de gasto público
reduce la correlación entre productividad y empleo aún más y por tanto
mejora la predicción del modelo en relación a la evidencia empírica.
La introducción del nivel de esfuerzo explica mejor el ciclo de la produc-
tividad mientras que la introducción de costes de ajuste en el empleo sólo
sirve para reforzar la inercia en el nivel de empleo. En el gráco 5.5 ob-
servamos el efecto del shock de productividad. La variable que cambia a
corto plazo es el nivel de esfuerzo por trabajador y no el empleo total que
permanece inalterado aunque el número total de horas trabajadas sí aumenta.
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5.13. Ciclo Real y Producción doméstica.
Los modelos de Ciclo Real se centran en las actividades de mercado tanto
de economías domésticas como de empresas, sin embargo, el tiempo empleado
y el capital utilizado por los individuos en el trabajo doméstico no es despre-
ciable. La importancia del trabajo doméstico en la actividad económica ha
sido reconocido tanto por economistas que han estudiado el mercado de tra-
bajo como Pollak y Wachter (1975) o Gronau (1985) como por aquellos que
han intendado medir su aportación al PIB como Eisner (1988), estimándose
que entre el tiempo dedicado a tareas domésticas como a la inversión en cap-
ital doméstico (compras de bienes duraderos o viviendas) pueden representar
entre un 20 a un 50 % de la producción total.
La introducción del trabajo doméstico dentro de modelos de Ciclo Real
ha sido estudiado por Benhabib, Rogerson y Wright (1991), Greenwood y
Hercowitz (1991), o McGrattan, Rogerson y Wright (1992).
Introducir producción doméstica en un modelo de Ciclo Real equivale
a introducir un sector adicional, sólo tenemos que añadir una función de
producción que transforme capital y trabajo en casa en producción doméstica,
de la misma forma que la función de producción de mercado transforma
capital y trabajo de mercado en producción de mercado.
Ahora, la economía doméstica puede asignar su tiempo entre ocio, trabajo
en el mercado y trabajo en casa. De la misma manera, el output puede ser
producido en actividades de mercado y en actividades de no mercado y la
inversión puede materializarse en capital para el mercado o capital doméstico.
Al enriquecer el conjunto de elecciones posibles estamos permitiendo un
grado mayor de sustituibilidad entre actividades de mercado y de no mer-
cado en respuesta al estado de la economía. La cuestión es si esta extensión
del modelo nos puede ayudar a mejorar el modelo básico a la hora de ex-
plicar algunos aspectos como como la volatilidad del output y las relativas
del consumo y la inversión respecto a éste, o la correlación entre horas y
productividad, entre otras.
El modelo de Ciclo Real básico que incluye producción doméstica supone
de nuevo que existe un gran número de economías domésticas idénticas cuyas
470
preferencias vienen dadas por:
u =
1X
t=0
t [b lnCt + (1  b) ln `t]
El consumo total es un bien compuesto de bienes y servicios adquiridos en el
mercado, CMt o bien producidos en casa, CHt:En concreto podemos suponer
que el consumo agregado total viene dado por una función CES de la forma:
Ct =

aCMt + (1  a)CHt
 1

donde el parámetro   1 nos mide la capacidad o el deseo de la economía
doméstica para sustituir entre los dos tipos de consumo. Mientras mayor es
el parámetro, mayor es esta capacidad de sustitución, ya que la elasticidad
de sustitución entre CMt y CHt es igual a 1=1  : Para  = 1;la elasticidad
de sustitución es máxima (hablaríamos de sustitutos perfectos) mientras que
si  = 0, la elasticidad de sustitución es igual a uno.
El ocio es igual al tiempo total, normalizado a la unidad, menos las horas
trabajadas en el mercado NMt menos las horas trabajadas en casa NHt:
`t = 1 NMt  NHt
Con estas variantes, la función de utilidad, expresada en función de las nuevas
variables viene dada por la siguiente expresión:
u(CMt; CHt; NMt; NHt) =
1X
t=0
t

b

ln(aCMt + (1  a)CHt) + (1  b) ln(1 NMt  NHt)

En cada momento del tiempo, las economías domésticas están sujetas a dos
tipos de restricciones: una es la restricción presupuestaria de mercadoen
la que podemos incluir los tipos impositivos sobre el rendimiento del trabajo
y del capital, y que viene dada por:
CMt + IMt + IHt = Wt(1  n)NMt + rt(1   k)KMt + M kKMt + Tt
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Esto es, las rentas brutas, netas de impuestos, del trabajo y del capital más
las transferencias procedentes generalmente del sector público pueden ser
destinadas a consumir o comprar bienes y servicios en el mercado, invertir
en capital empresarial o invertir en capital doméstico.
La segunda restricción es la que se deriva de la tecnología, esto es, de la
función de producción, que supondremos tiene la forma Cobb-Douglas.
CHt = K

Ht(ZHtNHt)
1 
Esta nos da el consumo de bienes y servicios de casa como una función del
tiempo dedicado a trabajar en ella, del stock de capital de la economía domés-
tica más un término de productividad. En este caso, la única utilización que
tiene el output producido en casa no es otro que su consumo ya que ni puede
ser transformado en capital ni vendido en el mercado.
Esta es una asimetría fundamental entre los sectores de mercado y de no
mercado, ya que sólo los primeros pueden producir capital.
Para completar el modelo la producción de mercado se ajusta a una fun-
ción de producción similar a la anterior.
YMt = K

Mt(ZMtNMt)
1 
Por último, asumimos que los procesos que representan los shocks de pro-
ductividad vienen dados por:
lnZMt+1 = (1  m) lnZ + m lnZMt + "Mt+1
lnZHt+1 = (1  h) lnZ + h lnZHt + "Ht+1
Las innovaciones "Mt+1 y "Ht+1 son independientes e idénticamente distribuidas
en el tiempo, con desviaciones estándar M y H respectivamente. La cor-
relación contemporánea entre los dos tipos de shocks viene dada por "": Los
parámetros m y h nos miden la persistencia de ambos tipos de shocks.
La interpretación de la correlación entre las perturbaciones, "", es la
siguiente: mientras menor sea "", mayor es el incentivo a sustituir consumo
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doméstico por consumo de mercado; por ejemplo, para "" = 0 las pertur-
baciones están incorreladas lo que indica que una pertubación tecnológica
a ZMt+1 no tiene ninguna inuencia sobre ZHt+1 y viceversa, por tanto el
incentivo a sustituir ambos tipos de producción es mayor.
La ecuación dinámica del stock de capital es una particularización de la
ley general que hemos aplicado en otros modelos. Ahora la inversión total
tiene dos componentes, inversión de mercado e inversión en casa.
It = IHt + IMt
Kt+1 = (1  M)KMt + (1  H)KHt + It
Kt = KHt +KMt
Normalmente se asume que el capital puede ser transformado libremente
entre sus dos usos, aunque a tasas de depreciación diferentes. La inversión
en cada caso la denimos de forma residual como:
IMt = KMt+1   (1  M)KMt
IHt = KHt+1   (1  H)KHt
En cualquier periodo, el gobierno recauda impuestos sobre el trabajo y
el capital y transere rentas a los consumidores, manteniendo el presupuesto
equilibrado.
Gt = WtNtn + rtKMt k    kkKMt   Tt
Finalmente, la restricción de recursos incluye la producción doméstica.
Yt = CMt + It +Gt
Debido a la presencia de impuestos que distorsionan las asignaciones óp-
timas, dichas asignaciones óptimas no son Pareto óptimas por lo que la res-
olución no puede realizarse a partir del enfoque del planicador social sino
directamente a partir del equilibrio competitivo.
El equilibrio competitivo se dene como habitualmente, las empresas
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maximizan benecios dados los precios y la perturbación tecnológica, mien-
tras que las economías domésticas maximizan su utilidad esperada, dados los
precios de los factores. Dado el stock de capital inicial, y el proceso que sigue
la variable exógena, el equilibrio es el conjunto de procesos estocásticos para
los precios y las cantidades que resuelven el problema de las empresas y de
las economías domésticas.
Planteamiento y resolución.
Las economías domésticas maximizan su utilidad esperada dados los pre-
cios los factores. Las variables de elección son CMt, CHt, NMt,.NHt, KMt y
KHt. Las restricciones a las que se enfrenta son la propia restricción pre-
supuestaria y la función de producción doméstica.
L =
1X
t=0
t[b ln

aCMt + (1  a)CHt
 1
 + (1  b) ln (1 NMt  NHt)+
t ( CMt  KMt+1   (1  M)KMt  KHt+1   (1  H)KHt)+
Wt(1 n)NMt+rt(1  k)KMt+M kKMt+Tt)+t(KHt(ZHtNHt)1  CHt)]
Las condiciones de primer orden vienen dadas por:
@L
@CMt
=
abC 1Mt
aCMt + (1  a)CHt
 = t
@L
@CHt
=
b(1  a)
aCMt + (1  a)CHt
C 1Ht = t
@L
@NMt
=   1  b
1 NMt  NHt + tWt(1  n) = 0
@L
@NHt
=   1  b
1 NMt  NHt + t(1  )
CHt
NHt
= 0
@L
@KMt+1
= t + Et [t+1(rt+1(1   k) + 1  M + M k)] = 0
@L
@KHt+1
= t + Et

t+1(1  H) + t+1K 1Ht (ZHtNHt)1 

= 0
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y aplicando la función de utilidad y las funciones de producción respectivas
vienen dadas por:
1  b
`t
=
b
Ct
aC 1Mt (1  )(1  n)
Yt
NMt
1  b
`t
=
b(1  a)
aCMt + (1  a)CHt
CHt(1  )
abC 1Mt
aCMt + (1  a)CHt
 =
= Et
"
abC 1Mt+1
 Yt+1
Kt+1
(1   k) + 1  M + M k
aCMt+1 + (1  a)CHt+1
 #
abC 1Mt
aCMt + (1  a)CHt
 =
= Et
"
abC 1Mt+1(1  H)
aCMt+1 + (1  a)CHt+1
 + b(1  a)C 1Ht+1K 1Ht+1(ZHt+1NHt+1)1 
aCMt+1 + (1  a)CHt+1
 #
El estado estacionario.
(1  b)NM
`
=
ab
C
C 1Mt (1  )(1  n)Y
NH
1  b
`t
=
b (1  a)
C
CH(1  )

Y
KM
(1   k) = 1

  1 + M(1   k)
(1  a)CHC1 M
aKH
=
1

  1 + H
Calibración.
Siguiendo a Greenwood, Rogerson y Wright (1993), los parámetros cali-
brados vienen dados por los siguientes valores. La tasa de rendimiento del
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capital es del 6 % anual lo que da lugar a un factor de descuento  = 0:9898.
El tipo impositivo medio sobre la renta, n; es jado en 0.25, tomado de
McGrattan, Rogerson y Wright (1992). El tipo de impuesto sobre las rentas
del capital está entre 0.50 y 0.8557, eligiendo en este caso  k = 0:70 que se
ajusta mejor a un valor de  consistente con la evidencia de la participación
de las rentas del capital en la renta nacional.
A partir de los datos de renta nacional norteamericana la relación entre
el stock de capital por unidad de producción y el ratio inversión bruta con
respecto a la producción tienen unos valores medios:
KH
Y
= 5 :
KM
Y
= 4 :
IM
Y
= 0:12 :
IH
Y
= 0:135
El porcentaje de horas dedicadas a la producción doméstica y a trabajar
fuera del hogar son NH = 1=4 y NM = 1=3 respectivamente.
Con estas observaciones determinamos en el sistema anterior, las tasas de
depreciación, la participación de las rentas del capital en la renta nacional
y el parámetro de la función de producción de bienes domésticos, dando los
siguientes valores H = M = 0:0235,  = 0:29 y  = 0:32:
Quedan por determinar a, b y . La estrategia que habitualmente se
sigue es realizar un análisis de sensibilidad consistente en ir eligiendo distintos
valores de  que a su vez darán lugar a distintos valores de a y b:Por otra parte
McGrattan, Rogerson y Wright (1992) estiman  igual a 0.4. La siguiente
57El artículo toma como referencia las estimaciones para la economía norteamericana
de Feldstein, Poterba y Dicks-Mireaux (1983),
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tabla reeja los resultados básicos de la simulación para dos valores de "":
Tabla 5.9
Datos EEUU  = 0 "" = 2=3  = 2=3 "" = 2=3  = 0:4 "" = 0
Y 1:96 1:36 1:60 1:59
c=Y 0:54 0:41 0:61 0:53
I=Y 2:61 2:82 2:34 2:44
N=Y 0:78 0:41 0:52 0:48
N=W 1:06 0:68 1 0:91
NW  0:12 0:96 0:86 0:95
Mientras mayor sea el grado de sustitución entre consumo doméstico y
consumo en el mercado, dado un valor de "", mejor replica el modelo los
datos, y para un valor de éste mejor se ajustan las volatilidades relativas
del modelo con respecto a las correspondientes en los datos si aumenta el
parámetro . Por tanto, mientras mayor es la posibilidad de sustituir tra-
bajo doméstico por trabajo de mercado y más alta sea la correlación de ambas
perturbaciones mejor se ajustan las volatilidades relativas del modelo a los
datos a sus correspondientes en los datos. Sin embargo, comparando la se-
gunda con la tercera columna en la tabla 5.9 el efecto de suponer correlación
positiva en ambos shocks no altera signicativamente los resultados.
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5.14. Ciclos económicos y expectativas (news).
A partir de los trabajos de Beaudry y Portier (2004 y 2007) y de Jaimovich
y Rebelo (2007) ha tomado cuerpo la hipótesis consistente en que las expec-
tativas sobre futuros shocks tecnológicos puede generar ciclos económicos, sin
importar si dichas expectativas se cumplen o no en el futuro. Esta hipóte-
sis ya había sido explorada en modelos con sunspot donde el papel central
lo ocupan expectativas que se autocumplen como un resultado de equilibrio
dentro de los modelos de expectativas racionales.
Sin embargo este nuevo enfoque no requiere suponer que existan expecta-
tivas que se autocumplan, sólo necesita una estructura de información bajo
la cual los shocks futuros son anticipados.
Los individuos, en un marco con expectativas racionales, tienen en cuenta
las expectativas futuras sobre determinadas variables cuando toman sus de-
cisiones en el momento actual, por tanto tienen un incentivo a reaccionar
hoy ante noticias acerca de futuros shocks aun antes de que éstos se hayan
realizado.
La cuestión es si las reacciones anticipadas pueden generar comovimientos
dinámicos y cíclicos entre las variables. El modelo estandar de Ciclo Real con
una variable de estado como es el stock de capital es casi imposible que genere
el comportamiento cíclico observado ante futuros shocks anticipados; más
especícamente, el modelo genera comovimientos negativos entre consumo,
horas trabajadas e inversión como demuestran Beaudry y Portier (2007).
Jaimovich y Rebelo (2007) muestran que es posible generar ciclos económi-
cos en este contexto si se introducen en el modelo tres características: con-
siderar una función de utilidad que exhiba pequeños o nulos efectos renta, lo
que supone asumir complementariedad entre consumo y oferta de trabajo, o
lo que es lo mismo, considerar al ocio como un bien inferior, costes de ajuste
en la inversión y utilización variable del capital.
Lo siguiente es un esbozo de las condiciones bajo las cuales noticias,
conocidas en el presente, sobre futuros shocks tecnológicos pueden generar
los comovimientos observados en las series macroeconómicas bajo el supuesto
convencional de una función de producción con rendimientos constantes a
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escala.
Hay que considerar tres cuestiones fundamentales.
1) un shock tecnológico futuro tendría las mismas consecuencias que un
aumento esperado en la renta. Bajo las hipótesis de la Renta Permanente
o del Ciclo Vital los consumidores reaccionan, esto es, cambian su consumo
ante futuros shocks en su renta. Dado que estos shocks no se han producido
aún, la reacción del consumo presente es equivalente a un cambio autónomo
en la demanda de consumo, aunque los fundamentales no hayan variado en
absoluto.
2) dada la restricción de recursos, los movimientos conjuntos entre con-
sumo e inversión, automáticamente implican comovimientos entre consumo y
producción y entre inversión y producción. Ya que el output se relaciona con
las horas trabajadas, también implica comovimientos entre output y trabajo.
Sin embargo, el movimiento procícilico de consumo y producción no nece-
sariamente implica que la inversión también lo sea, debido a que el consumo
puede desplazar al ahorro. Esto sugiere que para garantizar la correlación ob-
servada entre las variables es necesario asumir que la inversión y el consumo
son complementarios.
3) la correlación positiva entre consumo, trabajo e inversión no necesari-
amente implica una respuesta positiva a shocks favorables futuros.
Si el consumo y el ocio son son bienes normales, un aumento autónomo en
el consumo también supone un aumento en el tiempo de ocio y a un descenso
en la oferta de trabajo. A menos que las empresas incrementen la demanda
signicativamente para inducir un fuerte efecto sustitución sobre el ocio, es
imposible generar movimientos conjuntos entre consumo y oferta de trabajo
o producción.
Una posibilidad para resolver este problema es abandonar el supuesto
de que el ocio es un bien normal o inducir un incremento en la demanda de
trabajo y por tanto en el salario real que provoque un fuerte efecto sustitución
en el ocio.
En el modelo estandar de Ciclo Real, la curva de demanda de trabajo
viene dada por la productividad marginal igual al salario real, dado un vol-
umen de capital predeterminado mientras que la curva de oferta de trabajo
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es creciente en el salario real. Dado un nivel de consumo, salarios más al-
tos inducen a un aumento en la oferta de trabajo ya que asumimos que el
efecto sustitución domina cuantitativamente al efecto renta. En este caso,
un aumento en el nivel de consumo autónomo desplaza la curva de oferta
de trabajo hacia la izquierda y al mismo tiempo la curva de demanda no se
desplaza, dado el nivel de stock de capital. El resultado es un equilibrio en
el que las horas de trabajo, el output y la inversión disminuyen.
De esta forma, el modelo de Ciclo Real no puede predecir los comovimien-
tos observados entre las variables cuando se produce un aumento en el con-
sumo autónomo.
El reto sería por tanto cómo alterar el equilibrio anterior ya que las noti-
cias favorables sobre el futuro afectarían a la demanda de consumo hoy.
La solución viene dada por provocar que el aumento en la demanda de
trabajo genere una respuesta de la oferta de trabajo tal, que ésta se acabe
desplazando hacia la derecha.
Dos formas alternativas de hacer que la demanda de trabajo se desplace
ante cambios autonómos en el consumo es o bien introduciendo utilización
variable del capital y hacer depender ésta positivamente del consumo o bien
introducir competencia imperfecta de tal forma que la curva de demanda
dependa de los costes marginales de las empresas.
Lo que sigue es una versión sencilla del modelo de Jaimovich y Rebelo
(2007).
El planicador social resuelve:
Max E0
1X
t=0
t ln

Ct   N
1+
t
1 + 

sujeto a las restricciones de recursos y a la dinámica del capital ampliada con
costes de ajustes en la inversión y con utilizacion variable del capital.
Ct + It = (utKt)
N1 t ((5.83))
Kt+1 = It

1  '

It
It 1

+ [(1  (ut)]Kt ((5.84))
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Lo más resaltable de la formulación es que la función de utilidad no
genera efecto renta en el consumo y por tanto un aumento en el consumo no
desplaza la curva de oferta de trabajo. Los costes de ajuste en la inversión
implican que ésta no cambia drásticamente ante cambios en la demanda,
esto es, supone que las empresas desean suavizar la demanda de inversión
intertemporalmente.
Ante un cambio anticipado en el nivel tecnológico futuro, las empresas
anticipan o esperan que la inversión aumentará en el futuro, lo que da lugar
a un deseo de aumentar la inversión hoy, proceso que viene suavizado por la
existencia de dichos costes de ajuste, esto es, la inversión en un periodo no
ajusta la diferencia existente entre el stock de capital existente y el deseado.
Esta característica hace que la capacidad de utilización del capital aumente
en respuesta al cambio en el consumo autónomo actual y desplace la demanda
de trabajo hacia la derecha.
Formalmente el problema viene planteado en los términos usuales. Plante-
ando el lagrangiano, el planicador social maximiza la función de utilidad
sujeta a las restricciones:
L(Ct; Nt; Kt+1; ut; t) = E0
1X
t=0
t ln

Ct   N
1+
t
1 + 

+t

(utKt)
N1 t   Ct   It

+
+tt

It

1  '

It
It 1

+ [(1  (ut)]Kt  Kt+1

Las condiciones de primer orden vienen dadas por:
@L
@Ct
= 0) 1
Ct   N
1+
t
1+
= t ((5.85))
@L
@Nt
= 0) N

t
Ct   N
1+
t
1+
= t(1  )(utKt)N t = tWt ((5.86))
@L
@ut
= 0) tu 1t Kt N1 t = t0(ut)Kt ((5.87))
@L
@Kt+1
= 0) t = Et

t+1u

t+1K
 1
t+1 N
1 
t+1 + t+1(1  (ut+1)

((5.88))
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@L
@It
= 0) t = t

1  '

It
It 1

  '0

It
It 1

It
It 1

((5.89))
+Et
"
t+1'
0

It+1
It

It+1
It
2#
que junto a las dos restricciones nos permiten calcular la solución del prob-
lema.
Log-linealización.
A partir de las condiciones de optimización estáticas para el consumo y
el número de horas, (5.85) y (5.86) obtenemos la oferta de trabajo.
^t + CC^t   N 1+N^t = 0
N N^t = ^t + W^t + CC^t   N 1+N^t
La función de oferta de trabajo simplemente queda como
Wt = N

t ) W^t = N^t
Para obtener la demanda de trabajo, linealizamos (5.86), (5.87) y (5.89):
W^t = u^t + K^t   N^t ((5.90))
^t + (  1) u^t + K^t + (1  )N^t = ^t +
0(u)
00(u)
uu^t + K^t
u^t =
1
  1  
h
(1  )K^t   (1  )N^t  

^t   ^t
i
:  =
0(u)
00(u)
u
((5.91))
A partir de la restricción de recursos, (5.83):
C
Y
C^t +
I
Y
I^t = u^t + K^t + (1  )N^t = W^t + N^t
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A partir de la condición de óptimo para la inversión, (5.89):
^t   ^t =  '00(1)(1 + )I^t + '00(1)I^t+1 : '(1) = '0(1) = 0
Introduciendo ésta en la expresión para la utilización del capital, (5.91):
u^t =
1
  1  
h
 (1  )N^t + '00(1)(1 + )I^t   '00(1)I^t+1
i
((5.92))
Despejando la inversión de la restricción de recursos e introduciéndola en la
expresión para la utilización variable del capital, (5.92).
u^t =
1
  1  

 (1  )N^t + '00(1)(1 + )Y
I

W^t + N^t   C
Y
C^t

  '00(1)I^t+1

Introduciendo ésta en la expresión para el salario real, (5.90), obtenemos
nalmente la curva de demanda:
W^t =

  1  

 (1  )N^t + '00(1)(1 + )Y
I

W^t + N^t   C
Y
C^t

  '00(1)I^t+1

 N^t
W^t

1 +   + '00(1)(1 + )Y
I

= ((5.93))
= '00(1)(1 + )
C
Y
Y
I
C^t + '
00(1)I^t+1  

'00(1)(1 + )
Y
I
+ 

N^t
La curva de demanda de trabajo, (5.93) tiene pendiente negativa y donde
tanto el consumo actual como la inversión futura entran en el término inde-
pendiente.
Supongamos ahora que los individuos anticipan un shock tecnológico fu-
turo, hecho que incrementa C^t y desplaza la curva de demanda de trabajo
hacia arriba, sin afectar a la curva de oferta de trabajo. Además, I^t+1 también
aumenta con lo que el desplazamiento de la demanda de trabajo es mayor.
La introducción de utilización variable del capital es esencial. Sin ésta,
el término independiente en (5.93) desaparece y la curva de demanda no
responde ante shocks futuros. Sin embargo, la tasa de utilización del capital
no es suciente para obtener una respuesta positiva de la cantidad de horas
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ante los shocks anticipados.
Si la función de utilidad es separable en consumo y horas de trabajo, un
aumento en el consumo dará lugar a un desplazamiento de la curva de oferta
de trabajo en sentido ascendente con lo que el desplazamiento de la curva de
demanda deber ser aún mayor para observar un comportamiento procíclico
de las horas trabajadas.
Por otra parte, si no hay costes de ajuste en la inversión, la tasa de uti-
lización del capital sólo sería función de las horas trabajadas e independiente
del consumo, con lo que el aumento en el consumo no desplaza la curva de
demanda de trabajo ni tampoco la curva de oferta, dejando inalterado el
número de horas de trabajo de equilibrio. Esto signica que la inversión ha
sido desplazada totalmente por el consumo si no existen costes de ajuste en
la inversión.
Un modelo con precios rígidos y restricción cash-in-advance.
En el capítulo 4, en el modelo New Keynesian, derivamos la ecuación que
nos ligaba el coste marginal con la demanda de trabajo y el salario real.
dcmat = (wt   pt)  ln @Yt
@Nt

= wt   pt   [(1  )zt   nt   ln(1  )]
W^t = dcmat   N^t ((5.94))
El coste marginal está relacionado con la tasa de inación a través de la curva
de Phillips New Keynesian:
^t = Et^t+1 +
(1  )(1  )

1  
1  + dcmat
La introducción de la restricción cash in advance actúa suavizando el gasto
intertemporalmente. Dada esta restricción, los individuos no pueden deman-
dar más de lo que sus saldos reales les permitan.
Consideremos una restricción cash-in-advance y la restricción de recursos
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log-linealizada:
 C^t + (1   )I^t = M^t   P^t
Y^t =
C
Y
C^t +
I
Y
I^t = (1  )N^t
Despejando el coste marginal en la curva de Phillips y calculando las tasas
de inación a partir de la restricción de liquidez.
dcmat = 1
#
(^t   Et^t+1) =
1
#
h
(1 + )P^t   P^t+1
i
(  C^t (1  )I^t 

 C^t+1 + (1   )I^t+1    C^t+1   (1   )I^t+1

)
dcmat =   C^t+1 + (1   )I^t+1  (1 + ) C^t + (1   )I^t
Sustituyendo la restricción de recursos y la función de producción.
dcmat =   C^t+1 + (1   )I^t+1 (1+) C^t + (1   )Y
I

(1  )N^t   C
Y
C^t

dcmat =   C^t+1 + (1   )I^t+1 (1+) C^t + (1   )Y
I

(1  )N^t   C
Y
C^t

dcmat =   C^t+1 + (1   )I^t+1+(1+)(1   )Y
I
   

C^t (1+)(1  )(1 )Y
I
N^t
((5.95))
Sustituyendo (5.95) en (5.94) que es la curva de demanda de trabajo, obten-
emos que un aumento en el consumo corriente junto a incrementos en la
inversión y el consumo futuros desplazan la curva de demanda de trabajo
hacia arriba. Mientras menor es  , mayor es el desplazamiento.
De nuevo, el modelo es capaz de explicar los movimientos conjuntos en
consumo, horas de trabajo, inversión y output.
Modelo con desplazamiento de la oferta de trabajo.
Con una funcion de preferencias separable en consumo y horas de trabajo,
la oferta de trabajo depende del consumo y aumentos de éste la desplazan
hacia arriba y hacia la izquierda. Si fuese posible introducir una variable
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dentro de la función de oferta de trabajo que provoque cambios en sentido
opuesto, podríamos explicar de nuevo los movimientos conjuntos observados
en las series.
En esta línea se basa el artículo de Christiano, Motto y Rostagno (2006)
en el cual la introducción de formación de hábitos en el consumo provoca que
el consumo futuro entre en la función de oferta de trabajo.
El modelo básico viene dado por:
Max E0
1X
t=0
t

(Ct   Ct 1)1 
1    
N1+t
1 + 

Ct + It = Kt
N1 t
Las condiciones de primer orden:
@L
@Ct
= (Ct   Ct 1)    t   Et(Ct+1   Ct)  = 0
@L
@Nt
=  N t + tKt (1  )N t = 0) tWt = N t
Log-linealizando las dos condiciones:
  (Ct   Ct 1)  1 (dCt dCt 1)+(Ct+1 Ct)  1(dCt+1 dCt) = dt
  (1  )  1C 
h
C^t   C^t 1   (C^t+1   C^t)
i
= ^t
En el estado estacionario.
 = C  (1  )  (1  )

(1  ) (1  )
h
(1 + 2)C^t   C^t 1   C^t+1
i
=  ^t
Por tanto la función de oferta de trabajo viene dada por:
W^t = N^t +

(1  ) (1  )
h
(1 + 2)C^t   C^t 1   C^t+1
i
Debido a la formación de hábitos, el salario real está afectado negativamente
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por el consumo futuro. Si un aumento en el consumo hoy es seguido de
un aumento mayor en el consumo mañana, la curva de oferta de trabajo se
desplazará hacia la derecha y el resultado será un mayor nivel de horas tra-
bajadas y producción en equilibrio.
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5.15. Precios de activos nancieros en un
modelo de Ciclo Real.
El modelo de Ciclo Económico Real ha sido también utilizado como marco
para explorar las implicaciones del modelo sobre los precios de los activos.
Ejemplos de esta literatura son los artículos de Jermann (1998), Rouwen-
horst (1995) o Boldrin, Christiano y Fisher (1995). Desde un punto de vista
estrictamente metodológico los modelos con producción permiten una mod-
elización más realista del consumo y los dividendos que en modelos de inter-
cambio puro como el de Lucas (1978). En los trabajos citados, las predic-
ciones obtenidas tienden a generar implicaciones que no están en consonancia
con la evidencia empírica para el precio de los activos.
En este epígrafe seguimos la aportación de Lettau (2003), en la que a
partir del método de coecientes indeterminados presenta una exposición
transparente de las relaciones entre el efecto de las perturbaciones tecnológi-
cas y el rendimiento de los activos similar a la realizada en el modelo expuesto
en el epígrafe 2.4.
La prima de riesgo para bonos y acciones viene determinada por la re-
spuesta dinámica de los rendimientos futuros esperados y de los ujos de caja
a los shocks tecnológicos como demuestran Campbell y Shiller (1988). Las
soluciones para las primas de riesgo descomponen la respuesta en la suma de
dos efectos, uno directo debido al shock tecnológico y otro indirecto debido a
la acumulación de capital. De esta forma una perturbación tecnológica pos-
itiva aumenta los ujos de caja, manteniendo el stock de capital constante
debido a que hace a las empresas más productivas pero también conduce a
un aumento del stock de capital que disminuye dichos ujos de caja para un
nivel dado de tecnología.
La solución analítica cuantica dichos efectos y nos permite diferenciar
cuantitativamente los efectos de uno o de otro, que como tendremos ocasión
de comprobar dependen de la persistencia de la perturbación y de la aversión
al riesgo.
Un resumen de los hechos estilizados sobre el rendimiento de activos -
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nancieros es el siguiente: la prima de riesgo en términos reales de las acciones
es alrededor del 2 % trimestral, mientras que la de los bonos a largo plazo
es del 0.2 %, medida dicha prima como diferencia entre el rendimiento del
activo y el tipo de interés de los Treasury-Bills o deuda a corto plazo emitida
por el gobierno americano.
El modelo de Ciclo Real es estandar, donde la función de preferencias de
las economías domésticas viene dada por:
u(Ct) =
C
1  1

t
1  1

esto es, consideraremos el modelo con oferta de trabajo ja.
La solución, aplicando el método de los coecientes indeterminados, viene
dada para el log del consumo y para el log del stock de capital por las
siguientes expresiones:
ct = ckkt + czzt : kt+1 = kkkt + kzzt
Dado el proceso para la perturbación tecnológica, dichas variables siguen
procesos ARMA(2,1) y AR(2) respectivamente:
ct =
cz + (ckkz   czkk)L
(1  L)(1  kkL)
"t : kt+1 =
kz
(1  L)(1  kkL)
"t
Aunque como sabemos el único activo en el modelo con oferta neta posi-
tiva es el stock de capital, Lucas (1978) demuestra que los precios sombra para
cualquier activo cuya oferta neta sea cero pueden ser calculados utilizando
la condición intertemporal de primer orden de las economías domésticas.
El rendimiento del capital será denotado como el rendimiento de una
acción a corto plazo y como sabemos corresponde al producto marginal del
capital neto de depreciación.
Sea Rt;t+1 el rendimiento bruto de un activo entre el periodo t y el t+ 1.
Denotando con P su precio y F el ujo de caja que genera, entonces:
Rt;t+1 =
Pt+1 + Ft+1
Pt
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Los precios de activos que no entran explícitamente en el modelo pueden ser
calculados a partir de la ecuación de Euler:
Et
"


Ct+1
Ct
  1

Rt;t+1
#
= 1
Sea Rft;t+1 el rendimiento a un periodo de un bono, considerado como el
tipo de interés sin riesgo, por tanto:
Et
"


Ct+1
Ct
  1

# 1
= Rft;t+1
Ya que los shocks tecnológicos se asume que siguen una distribución log-
normal, la anterior condición de equilibrio en logaritmos viene dada por:
rft;t+1 =
1

Etct+1   1
2
1
2
V ar(ct+1)  ln 
El modelo de consumo Capital Asset Pricing Model (CAPM) implica que la
prima de riesgo de un activo, rrpt;t+1; viene denida a partir de la diferencia
del mismo con respecto al tipo de interés del activo sin riesgo, rft;t+1; y es
igual a la covarianza de la variación del consumo y el rendimiento del activo
(Campbell, 2003).
rrpt;t+1 = r
e
t;t+1   rft;t+1 = Covt(ct+1; ret;t+1)
En el modelo de Ciclo Real, el crecimiento del consumo y el rendimiento del
activo son funciones lineales de los shocks tecnológicos, por tanto, la prima
de riesgo viene dada por:
rrpt;t+1 = Covt(
1

cz"t+1; rz"t+1) =
1

czrz
2
"
Esto es, la prima de riesgo depende la aversión al riesgo y de la vari-
anza de la perturbación tecnológica. Si ante una perturbación tecnológica,
el rendimiento de un activo reacciona en la misma dirección que el consumo,
entonces su prima de riesgo es positiva debido a que los individuos demandan
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un exceso de rendimiento para mantener el activo cuando el crecimiento en
el consumo esperado es alto.
Para calcular la elasticidad de varios activos con respecto al shock tec-
nológico es posible descomponer el rendimiento no esperado que en su expre-
sión log-lineal viene dado por:
rt;t+1 Etrt;t+1 = (Et+1 Et)
1X
i=1
i 1ft+i  (Et+1 Et)
1X
i=1
i 1rt+i 1;t+i
donde  = 1=1 + F=P:
Para el tipo de interés sin riesgo tenemos que:
rft;t+1 =
1

Etct+1
A partir del proceso de serie temporal que sigue la variación en el consumo:
rft;t+1 =
1

1
1  L

 (1  )cz +
ckkz(1  L)
1  kkL

"t
El shock tecnológico afecta al tipo de interés a través de dos canales. El
término cz mide el efecto directo sobre el crecimiento del consumo, man-
teniendo Kt constante. A menos que la perturbación sea permanente, el
consumo vuelve a su tendencia de crecimiento a largo plazo. El efecto indi-
recto a través del stock de capital provoca un aumento en el tipo de interés.
Dado que las elasticidades también dependen del parámetro de persis-
tencia, es difícil hacer un ejercicio de estática comparativa y ver que efecto
domina a cuál; sin embargo podemos ver las soluciones en los dos casos ex-
tremos.
Para  = 0 y kz ' 0:
rft;t+1 =
1


 cz +
ckkz(1  L)
1  kkL

"t =   1

cz"t
Para  = 1
rft;t+1 =
1


ckkz
1  kkL

"t
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Por tanto, dependiendo de la persistencia del shock, el tipo de interés, dis-
minuye cuando es puramente transitorio mientras que aumenta cuando es
permanente.
Para calcular la prima de riesgo de los bonos a largo plazo y de las ac-
ciones, expresaremos la expresión para rft;t+1 en términos de su representación
MA(1):
rft;t+1 =
1

(  1)cz + ckkz   [(  1)czkk + ckkz]L
(1  L) (1  kkL)
"t
Deniendo
 =   [(  1)czkk + ckkz]
(  1)czkk + ckkz
: !t =
[(  1)czkk + ckkz]

"t
rft;t+1 =
1 +  L


1
(1  L) (1  kkL)

!t =
1 +  L
(  kk)


1  L +
kk
1  kkL

!t
rft;t+1 =
1
  kk
1X
i=0

i+1   i+1kk +  
 
i   ikk

!t i
Y por tanto, la varianza del tipo de interés viene dada por:
V ar(rft;t+1) =

[(  1)czkk + ckkz]
(  kk)
2 
(+  )2
1  2 +
(kk +  )
2
1  2kk
  2(kk +  )(+  )
1  kk

2"
Consideremos ahora un bono a largo plazo que paga un dividendo desde t+1
hasta el innito. La única fuente de rendimientos no esperados es un cambio
en las expectativas de dichos rendimientos futuros esperados.
rlbt;t+1   Etrlbt;t+1 =  (Et+1   Et)
1X
i=1
i 1rt+i 1;t+i =
=   
  kk
1X
i=0
i

i+1   i+1kk +  
 
i   ikk

!t+1
rlbt;t+1   Etrlbt;t+1 =  
(1 +  )
(1  )(1  kk)
!t+1
Simplicando esta expresión, obtenemos la elasticidad del rendimiento del
492
bono a largo plazo ante un shock tecnológico.
lbrz =

(1  )

(1  )cz  
1  
1  kk
ckkz

((5.96))
La reacción del rendimiento del bono a largo plazo a la perturbación
tecnológica depende de nuevo del efecto directo vía consumo y del efecto in-
directo a través de la acumulación de capital. A menos que las perturbaciones
sean permanentes, el efecto directo tiene el mismo signo que la variación en el
consumo. Por otra parte, el incremento en el stock de capital aumenta el con-
sumo futuro, que a su vez aumenta los tipos de interés esperados provocando
una pérdida de capital. Este efecto viene reejado en el segundo sumando
en el término ckkz que lleva signo negativo.
El efecto neto por tanto es ambigüo y depende de los parámetros del
modelo.
La prima de riesgo para el bono a largo plazo se deduce directamete de
la condición del modelo CAPM.
rlbt;t+1 = Covt(
1

cz"t+1; rz"t+1) =
1

cz
lb
rz
2
"
De nuevo, las elasticidades son funciones de los parámetros con lo que no
es posible llevar a cabo un ejercicio de estática comparativa. Sin embargo a
partir de la expresión de la elasticidad podemos observar los cambios en la
misma cuando la persistencia de la perturbación es mínima o máxima.
Para  = 1, el efecto del cambio en el consumo es nulo y por tanto sólo
opera el efecto a través de la acumulación de capital.
lbrz =  


ckkz
1  kk
((5.97))
Un shock permanente en t eleva el consumo en ckkz el siguente periodo. El
factor  

1
1 kk es el valor presente del efecto a largo plazo que un nivel de
consumo permanentemente más alto tendrá sobre el tipo de interés futuro.
En el caso  = 0, el rendimiento no esperado para bono es sin ninguna
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duda positivo después de la perturbación tecnológica. Asumiendo kz ' 0.
lbrz '


cz
Un shock tecnológico positivo eleva el rendimiento no esperado en el bono
a largo plazo.
Consideremos ahora la prima de riesgo para las acciones.
Para aproximar los ujos de caja que genera la posesión de una acción,
supondremos que dicha acción genera un rendimiento en cada periodo igual
al producto marginal del capital. Los ujos de caja, expresados en términos
de los parámetros de la solución del modelo vienen dados por:
ft = yt   kt = ykkt + yzzt   kt = (yk   1)kt + yzzt
El rendimiento no esperado de una acción presenta dos componentes, el cam-
bio en las expectativas sobre los ujos de caja futuros y el cambio en los
rendimientos futuros. Este segundo término es el mismo que para el bono a
largo plazo.
De esta forma, los ujos de caja siguen el siguiente proceso ARMA (2,1):
ft =
fz + ((yk   1)kz)L
(1  L) (1  kkL)
"t+1
El cambio en las expectativas para los ujos de caja vienen dados por:
(Et+1  Et)
1X
i=1
i 1ft+i =
1  
1  

fz +

1  kk
(yk   1)kz

"t = 
f
rz"t
((5.98))
El shock tecnológico afecta al cambio esperado en los dividendos a través
de un canal directo que es siempre positivo, dado por fz; y otro indirecto a
través de la acumulación de capital que es negativo, debido a que yk 1 < 0;
debido a que la elasticidad de la producción con respecto al capital es inferior
a la unidad. De nuevo, el efecto neto es ambiguo.
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La prima de riesgo para las acciones viene dada por:
reqt;t+1 = Covt(
1

cz"t+1; fz"t+1) =
1

cz(
f
rz + 
lb
rz)
2
"
Esto implica que la diferencia entre las primas de riesgo para una acción y
un bono a largo plazo vienen determinadas por la elasticidad frz. Esta es
positiva en los datos, lo que implica que frz > 0:
Para valores de calibración habituales (Campbell, 1994) la prima de riesgo
del bono a largo plazo es del 0.00024 % mientras que la de las acciones es
del 0.00023 % lo que implica que el modelo predice que la prima de riesgo es
mayor en los bonos que en las acciones.
A partir de (5.96) o (5.97) vemos que la prima de riesgo del bono a largo
plazo depende de la respuesta del tipo de interés sin riesgo, que a su vez de-
pende de cz > 0 y  < 1 y por tanto el efecto directo del shock tecnológico
sobre lbrz es positivo. Sin embargo, el segundo término que opera indirecta-
mente a través de la acumulación de capital, da lugar a que la prima de riesgo
del bono a largo plazo sea pequeña. Estos efectos a su vez dependen de la
dinámica del consumo y del tipo de interés sin riesgo ante la perturbación
tecnológica.
A partir de (5.98) vemos que la prima de riesgo del bono a largo plazo
tendrá más riesgo que las acciones si frz es negativo y depende directamente
del efecto del shock sobre los ujos de caja y negativamente debido a la
acumulación de capital. Para los valores de calibración el cambio en el ujo
de caja esperado es positivo pero decreciente con el tiempo y a largo plazo,
cuando el efecto de la perturbación va desvaneciéndose da lugar a que frz
sea positivo pero cuantitativamente pequeño.
El modelo de Ciclo Real con oferta de trabajo ja predice que la diferencia
en las primas de riesgo a largo plazo entre bonos y acciones es prácticamente
cero lo cual está en contra de la evidencia empírica.
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5.16. Shocks de demanda en el modelo
de Ciclo Real.
La introducción de perturbaciones de demanda para explicar las uctua-
ciones cíclicas dentro de un modelo de Ciclo Real presenta el problema de
que es incapaz de generar los comovimientos observados en las series. En
el caso de una perturbación que afecte a las preferencias produce un efecto
expulsión sobre la inversión.
Consideremos el siguiente ejemplo, donde la función de preferencias, la
función de producción y la restricción de recursos son:
u(Ct; Nt) = ln(Ct  t) BN
1+
t
1 + 
donde t representa la perturbación que afecta a las preferencias del indi-
viduo.
Yt
Nt
= Kt N
 
t
Yt = Ct + It
La condición de equilibrio oferta-demanda de trabajo viene dada por:
B(Ct  t)N t = (1  )
Yt
Nt
B(Ct  t) = (1  )Kt N (+)t ((5.99))
Diferenciando (5.99) y la restricción de recursos:
dCt
Ct  t =  (+ )
dNt
Nt
1
Y
(dCt + dIt) =
dYt
Y
= (1  )dNt
Nt
1
Y
(dCt + dIt) =  1  
+ 
dCt
Ct  t
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dCt

1 +
1  
+ 

(Ct  t) + dIt = 0
Por tanto, un shock a las preferencias que eleve la utilidad marginal del
consumo e induzca un consumo mayor provoca un efecto expulsión en la
inversión.
Una utilidad marginal más alta para el consumo implica que el individuo
reduce su demanda de ocio, dando lugar a un aumento en la oferta de trabajo
y en la producción, aunque el aumento en el consumo es mayor que el aumento
en la producción.
Un comportamiento contracíclico de la inversión va contra los hechos
empíricos, de tal forma que o bien dichas perturbaciones no pueden ser origen
de los ciclos económicos o bien es necesario modicar el modelo y comprobar
si podemos cambiar el signo de la variación en la inversión.
Varias son las rutas que se han explorado en la literatura.
En primer lugar, Wen (2006) demuestra que en un modelo de Ciclo Real
sencillo, con  = 0, la condición necesaria para que un shock a las preferencias
genere un comportamiento procíclico de la inversión viene dada por:
 >

+ (1  )(1  (1  ))
donde  es la persistencia de la perturbación y  el factor de descuento
intertemporal. Si la perturbación es poco persistente, el consumo aumenta,
desplazando a la inversión. Mientras más persistente sea la perturbación más
aumenta la utilidad marginal del consumo futuro y por tanto es óptimo para
los individuos aumentar la inversión, dada la condición de Euler.
En segundo lugar, la introducción de utilización variable del capital re-
duce el grado de persistencia de las perturbaciones necesario para explicar la
dinámica de la inversión.
En tercer lugar, si asumimos que las preferencias son no separables en
consumo y ocio, mientras mayor sea la elasticidad de sustitución entre ambos,
menor será la persistencia necesaria para que observemos un comportamiento
procíclico en la inversión.
En cuarto lugar, la formación de hábitos en el consumo provoca el efecto
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de provocar una elevación permanente en el nivel de consumo ante shocks
transitorios a las preferencias.
Finalmente, una vía alternativa es considerar la existencia de rendimien-
tos crecientes a escala en la producción; éstos ya han sido explorados en
artículos dedicados a la teoría del crecimiento, destacando las aportaciones
de Lucas (1988) y Romer (1986). Un modelo en el que se combina, uti-
lización variable del capital y rendimientos crecientes a escala es el planteado
por Guo, Sirbu y Weder (2012).
El modelo propuesto por Baxter y King (1991) introduce un grado de
externalidad moderada con el n de generar un comportamiento cíclico en
el modelo. Dicha externalidad no puede ser cuantitativamente elevada si
se desea que el modelo conserve las propiedades de estado estacionario y
no generar crecimiento sostenido. Por otra parte, su propia estimación del
proceso de shock de demanda implica un alto grado de correlación serial.
El modelo planteado viene dado por las siguientes ecuaciones. Las pref-
erencias de las economías domésticas, denotadas en minúscula, tienen la ha-
bitual forma logarítmica con un componente estocástico, t que afecta a
las preferencias de los individuos y nos permite analizar los cambios en la
demanda.
u(Ct; nt) = ln(Ct  t) + b ln(1  nt)
Bajo este supuesto de preferencias la condición de primer orden viene dada
por:
Ct = 
 1
t +t
De esta forma t puede interpretarse como un elemento que desplaza la de-
manda de consumo, manteniendo constante la utilidad marginal de la renta.
La función de producción presenta a nivel individual rendimientos cre-
cientes al añadir un término de externalidad, Y t :
yt = Ztk

t n
1 
t Y

t : 0 <  < 1
La producción individual yt depende de la producción per cápita Yt, donde
el parámetro  mide la magnitud de la externalidad.
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La producción agregada per cápita viene dada por la suma de las pro-
ducciones individuales que forman un contínuo de agentes idénticos entre
[0; 1]:
Yt =
Z 1
0
Ztk

t n
1 
t Y

t ) Yt =
 
ZtK

t N
1 
t
1=1 
En presencia de externalidades los productos marginales de los factores
son distintos, esto es, la productividad marginal privada es inferior a la social,
dado que 1=1   > 1:
@Y
@N

p
= (1  )Y
N
<
1  
1  
Y
N
=

@Y
@N

s
La elasticidad del producto marginal del trabajo con respecto a ambos fac-
tores es igual; dicha elasticidad con respecto al trabajo viene dada por.
d ln
 
@Y
@N

p
d lnN
=
1  
1     1
Finalmente, la dinámica del stock de capital y la restricción de recursos son
las habituales.
Las condiciones de primer orden log-linealizadas y teniendo en cuenta la
agregación de economías domésticas vienen dadas:
 ^t = C^t   ^t
N
1 N N^t = ^t + (Y^t   N^t)
^t = Et^t+1 + (
 1   (1  ))Et((1 + )Y^t+1   K^t+1)
Y^t =
C
Y
C^t +
K
Y
K^t+1   (1  )K
Y
K^t
El sistema anterior puede reducirse a:
EtC^t+1 = C^t + Et^t+1   ^t+
+( 1 (1 ))Et

1 + 
1  Z^t+1 +
(1  )(1 + )
1   N^t+1  
(1 + )  (1  )
1   K^t+1

499

N
1 N +

1  

N^t =  C^t + ^t + 
1  K^t +
1
1  Z^t
1
1  Z^t +
(1  )
1   N^t +


1   + (1  )
K
Y

K^t =
C
Y
C^t +
K
Y
K^t+1
Finalmente la perturbación de demanda sigue un proceso autorregresivo
dado por:
lnt = (1  ) ln +  lnt 1 + "t
La serie articial construida para el shock de demanda se estima a partir de
la ecuación de equilibrio
t
C
' lnCt   lnWt + N
1 N N^t
Los resultados que obtienen Baxter y King comparando los supuestos de
rendimientos constantes a escala  = 0 y rendimientos crecientes  = 0:20
ante una perturbación de demanda son los siguientes:
1. La volatilidad cíclica del output es menor en el modelo con rendimien-
tos constantes que con rendimientos crecientes.
2. Las volatilidades relativas del consumo con respecto a la producción
son demasiado altas en relación a los datos.
3. El nivel de volatilidad relativa de la inversión con respecto al output es
inferior en el caso de rendimientos crecientes mientras que con rendimientos
constantes a escala la respuesta es muy débil y aún peor, su correlación con
la producción es negativa.
4. Debido a que la externalidad opera a nivel de función de producción
individual como un shock de oferta, la respuesta de la oferta de trabajo es
mayor con rendimientos crecientes debido a que el el tipo de interés real
exhibe una respuesta positiva mayor ante el shock de demanda y simultánea-
mente el salario real baja en menor cuantía ante el shock de demanda en
relación al modelo con rendimientos constantes.
Esto es consecuencia de que la elasticidad del salario real con respecto al
factor trabajo es  0:42 bajo rendimientos constantes mientras que es de sólo
 0:25 con rendimientos crecientes.
5. La mayor respuesta del tipo de interés real procede de que el shock
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de demanda induce un aumento en la inversión, lo que provoca una mayor
sustitución entre consumo y oferta de trabajo. El consumo aumenta menos
en el caso de rendimientos crecientes pero la oferta de trabajo aumenta más.
De hecho, el aumento de la producción bajo rendimientos crecientes es mayor
que en el caso de rendimientos constantes. Esto es, explicar las características
cíclicas de una economía a partir de perturbaciones de demanda en un modelo
de Ciclo Real requiere una respuesta fuerte de la oferta de trabajo.
6. Aunque el modelo con rendimientos crecientes y shocks de demanda
puede generar un comportamiento cíclico que se ajusta más a los datos que en
el caso de rendimientos constantes, ambos modelos fallan en explicar dos car-
acterísticas importantes del mercado de trabajo: en primer lugar, predicen
que la productividad, el salario real, es fuertemente contracíclica y en se-
gundo lugar predicen una fuerte correlación negativa entre horas trabajadas
y salarios.
7. Dado que el problema del modelo de Ciclo Real con perturbaciones
tecnológicas es que predice que las correlaciones anteriores son demasiado al-
tas en relación a los datos quizá combinando shocks tecnológicos y shocks de
preferencias puedan mejorarse dichas medidas. El modelo con rendimientos
crecientes se ajusta mejor a los datos cuando consideramos los dos tipos de
perturbación. Las correlaciones entre productividad y salarios con respecto a
la producción siguen siendo positivas en ambos modelos pero con rendimien-
tos crecientes la correlación entre horas y salarios, aún siendo negativa en
ambos modelos, se ajusta más a los datos en el caso de rendimientos con-
stantes.
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5.17. Sunspot o animal spirits en el modelo
de Ciclo Real.
Una cuestión que ha suscitado cierto interés, minoritario eso sí, es la
cuestión de la posible indeterminación en el equilibrio en un modelo de Ciclo
Real cuando introducimos externalidades en la función de producción. En
este caso, cualquier perturbación aleatoria, no relacionada con los hechos
fundamentales puede producir ciclos económicos. Esta aleatoriedad que no
está relacionada con los fundamentos es lo que se conoce como sunspot,
animal spirits o profecías que se autocumplen (self-fullling prophecies).
Benhabib y Farmer (1993) estudian dos modelos, uno con externali-
dades a nivel agregado y otro con competencia monopolística donde existen
rendimientos crecientes a escala en la función de producción. Analizaremos
este último.
Existe un contínuo de bienes intermedios Y (i), i 2 [0; 1]; donde el output
viene dado por:
Y =
Z 1
0
Y (i)
 1

:   1
donde  nos da una medida de la elasticidad de la demanda y por tanto del
grado de poder de monopolio de cada empresa.
El sector de bienes nales es competitivo y sus benecios vienen dados
por:
 = Y  
Z 1
0
P (i)Y (i) =
Z 1
0
Y (i)
 1

 
Z 1
0
P (i)Y (i)
donde P (i) es el precio relativo del bien intermedio en términos del bien nal.
La condición de primer orden nos da la demanda de biens intermedios.
d
dY (i)
=
1

Z 1
0
Y (i)
 1

 1
Y (i) 1   P (i) = 0) P (i) 1 1Y = Y (i)
La tecnología para la producción de bienes intermedios viene dada por una
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función Cobb-Douglas con rendimientos crecientes.
Y (i) = K(i)N(i) : +  > 1
La función de benecios para un productor de bienes intermedios es:
(i) =

Y (i)
Y
 1
Y (i) WN(i) rK(i) = Y 1 K(i)N(i) WN(i) rK(i)
Dicha función de benecios será cóncava en N(i) y K(i) si (+ )  1: De
esta forma mientras más se acerque  a cero, mayores serán los rendimientos
crecientes que nos permitan obtener una solución interior al problema de
optimización del productor.
Las condiciones de óptimo vienen dadas por:
@(i)
@N(i)
= Y 1 K(i)N(i) 1 = W :
@(i)
@K(i)
= Y 1 K(i) 1N(i) = r
W =
Y (i)P (i)
N(i)
: r =
Y (i)P (i)
K(i)
Las condiciones de agregación, asumiendo simetría vienen dadas por:
N(i) = N : K(i) = K : P (i) = P = 1
Dado que el sector de bienes nales es competitivo, su benecio es nulo y por
tanto
 = Y  
Z 1
0
P (i)Y (i) = Y  
Z 1
0
P (i)P (i)
1
 1Y = 0) P (i) = 1 = P
Las participaciones de los factores en la renta nacional son:
a =
rK
Y
: b =
WN
Y
Obtenemos que la relación entre los parámetros de la función de producción
y dichas participaciones:
a =  : b = 
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Desde el punto de vista de la distribución de la renta, la suma de todas ellas
son iguales al producto total.Z 1
0
((i) +WN(i) + rK(i)) di = Y 1 
Z 1
0
KNdi = Y
Las economías domésticas maximizan una función de utilidad, que en
tiempo contínuo viene formulado por:
Max
Z 1
0
exp ( t)

lnC   N
1+
1 + 

sujeta a la restricción presupuestaria
dK = (r   )K +WN +  C
Planteando el Hamiltoniano, obtenemos las condiciones de primer orden:
H = lnC   N
1 
1   +  [(r   )K +WN +  C]
@H
@C
=
1
C
   = 0 : @H
@N
=  N  + W = 0 :
C = WN 
 @H
@K
= _  )  (r   ) = _  ) _

=   r
dC
C
= r     
C = bY N  1 :
dC
C
= a
Y
K
    
Dinámica del sistema.
La condición de primer orden para el crecimiento del consumo y la re-
stricción presupuestaria nos dan las dos ecuaciones dinámicas del sistema.
dK
K
=
Y
K
  C
K
   : dC
C
= a
Y
K
    
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Deniendo:
k = lnK : y = lnY : c = lnC : n = lnN
Utilizando la función de producción y la condición de primer orden, ambas
en logaritmos.
y = k + n : c = ln b+ y + (   1)n
Sustituyendo n en la función de producción.
y   k = a0 + a1k + a2c
donde:
a0 =
  ln b
 +    1 : a1 =
(   1) (  1)  
 +    1 : a2 =

 +    1
En suma, el sistema dinámico viene dado por:
dk = exp [a0 + a1k + a2c]     exp [c  k]
dc = a exp [a0 + a1k + a2c]    
Dado el stock de capital inicial k(0) y la condición de transversalidad, el
sistema en k(t) y c(t) nos da la senda de equilibrio para las variables.
En el estado estacionario, dk = dc = 0, tenemos que:
exp [(a1 + a2) k
] =

+ (1  a)
a
 a2 + 
a

e a0 > 0
exp [c] =

+ (1  a)
a

exp [k]
El sistema linealizado en un entorno del estado estacionario tiene las
siguientes raíces:
1 + 2 = (a1 + aa2)

+ 
a

+
+ (1  a)
a
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12 = (+ (1  a))

+ 
a

(a1 + a2)
El stock de capital es la variable predeterminada, mientras que el consumo
es la variable de decisión que viene dada por las decisiones de los individuos.
En el caso de no existir externalidades y los bienes intermedios son sustitutos
perfectos, entonces la suma de las raíces es positiva e igual a  mientras que
el producto de ambas depende del signo de ( 1)( 1)
+ 1 . Dado que también es
negativo, nos encontraríamos en el caso estandar de modelo de Ciclo Real
con estabilidad de punto de silla en el que hay un único nivel de consumo
localmente estable.
El caso que centra nuestro interés es la posibilidad de un estado esta-
cionario indeterminado, caso que ocurre cuando la suma de las dos raíces
es negativa y el determinante es positivo. La existencia de un estado esta-
cionario estable, implica como hemos mostrado que
(   1) (  1)
 +    1 > 0
El numerador siempre es positivo, con lo que la condición necesaria de esta-
bilidad viene dada por
 +    1 > 0
La interpretación de esta condición puede realizarse a partir del equilibrio
en el mercado de trabajo. La condición de equilibrio en el mercado de trabajo
viene dada a partir de la condición de primer orden por:
C
N 
= W = b
KN
N
((5.100))
lnC    lnN = lnW = ln b+  lnK + (   1) lnN
En presencia de rendimientos crecientes a escala la pendiente de la curva de
demanda de trabajo puede tener pendiente positiva y es exactamente lo que
nos dice la condición (5.100), en presencia de competencia monopolística y
rendimientos crecientes a escala, el estado estacionario implica que la pen-
diente de la curva de demanda tiene que ser mayor que la pendiente de la
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curva de oferta teniendo la primera pendiente positiva.
Un aumento en el stock de capital, desplazaría la curva de demanda de
trabajo hacia arriba dando lugar a un nuevo equilibrio con un salario más
bajo y reducción en el empleo. Sin embargo, el nivel de consumo también
aumenta con el crecimiento del stock de capital y áquel tiende a desplazar la
curva de oferta en sentido ascendente, tendiendo a aumentar tanto el salario
como el nivel de empleo.
Desde el punto de vista de la modelización en tiempo discreto, el supuesto
de animal spirits implica la solución del modelo de Ciclo Real incorpora
una perturbación aleatoria de media condicional cero y no relacionada con
ninguna de las variables del sistema. Esto es, el sistema que debemos solu-
cionar viene dado en términos log-linealizados por las ecuaciones siguientes,
donde V^t es la variable aleatoria que representa cambios impredecibles.
K^t+1 = a11K^t + a12C^t + a13Z^t
C^t = a21K^t + a22C^t + a23Z^t + V^t
Z^t = Z^t 1 + "t
Farmer y Guo (1994) comparan los resultados que generan tres modelos de
Ciclo Real, el modelo de Hansen con trabajo indivisible, con el modelo de
Baxter y King con externalidades positivas y competencia monopolística y un
tercero que presenta el tipo de indeterminación visto anteriormente con una
curva de demanda de trabajo con pendiente positiva, esto es, con un mayor
grado de rendimientos crecientes. La calibración se ha realizado utilizando
una medida del índice de Lerner para tener una medida del grado de poder
de monopolio. Dicho índice, basado en Domovitz, Hubbard y Petersen (1988,
citado en Farmer y Guo, 1994, pag 55) estima que los márgenes entre precio
y coste marginal están entre 0:3 y 0:42 y viene denido como 1   = p cma
cma
.
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La siguiente tabla resume los valores de calibración de los tres modelos.
Tabla 5.10
 a b  
M1 (Hansen) 1 0:36 0:64 0:36 0:64
M2 (Baxter-King) 0:7 0:3 0:63 0:43 0:9
M3 (Benhabib-Farmer) 0:58 0:23 0:7 1:4 1:21
Tanto las series para V^t como para "t han sido generadas aleatoriamente.
Los resultados de las simulaciones abordan varias cuestiones. En primer
lugar, el modelo con sunspot genera correlaciones parecidas a los otros dos; en
segundo lugar, es capaz de generar endógenamente persistencia en los datos
del modelo, de orden parecido a los otros dos; en tercer lugar, tampoco existen
diferencias signicativas en cuanto a la senda dinámica de convergencia hacia
el estado estacionario excepto en que el modelo con sunspot es capaz de
generar una senda cíclica, cualitativamente similar los datos.
Lo relevante del modelo de Benhabib-Farmer es que una variable generada
aleatoriamente sin persistencia alguna es capaz en un modelo con rendimien-
tos crecientes importantes, reproducir sin mucha diferencia los resultados del
modelo de Ciclo Real con shocks de productividad altamente correlacionados.
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5.18. Time to build.
Kydland y Prescott, (1982).
El artículo Time to Build and Aggregate Fluctuationsde Kydland F.
y Prescott E. (1982) marca el nacimiento en la aplicación del modelo de
crecimiento neoclásico con el n de explicar las uctuaciones económicas en
las series americanas. Es por tanto la aportación pionera que contrasta las
propiedades de las series articales generadas por el propio modelo con las
propiedades de las series reales.
La razón de introducirlo en este capítulo es que realmente realizan tres
modicaciones en el modelo básico de Ciclo Real y por tanto podemos con-
siderarlo como una extensión del modelo canónico de Ciclo Real.
Una de las tesis del artículo es que indispensable utilizar el supuesto
basado en que la construcción de bienes de capital no se realiza en un instante
sino que el proceso de inversión conlleva tiempo, lo que denominan Time to
buildo tiempo para construir.
Por tanto, la primera de las innovaciones introducidas viene explicada de
la siguiente manera:
Supongamos que el tiempo necesario para construir nuevo capital es de J
periodos y sea sjt, el número de proyectos a los que les faltan j periodos para
su nalización. De esta forma, sJt por ejemplo es el número de proyectos de
inversión iniciados en t a los que les faltan J periodos para ser completados.
En cada periodo se realizan nuevos proyectos de inversión que serán naliza-
dos después de J periodos y que se añadirán al stock de capital nal. Los
costes de inversión por tanto se reparten durante los J periodos que dura la
nalización del proyecto de inversión.
Con esta estructura tecnológica del proceso de inversión, la ley dinámica
para el stock de capital vendrá dada por:
kt+1 = (1  )kt + s1t
Esto es, el stock de capital en t+1 viene dado por el stock de capital neto
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anterior más los proyectos a los que en el periodo t les falta sólo un periodo
para su terminación.
De esta forma, la relación temporal que existe en un proyecto de inversión
en dos instantes de tiempo consecutivos es la siguiente:
sj;t+1 = sj+1;t
esto es, a cualquier proyecto al que en el periodo t, le faltan j + 1 periodos
para terminarse, sólo le faltarán j periodos cuando nos situemos en el periodo
siguiente.
La inversión viene dada por:
It =
JX
i=1
!isit + yt+1   yt
donde yt58 es el stock de existencias procedentes del periodo anterior y !it es
la inversión en cada proyecto al que le faltan i periodos para su nalización.
En la calibración utilizan un periodo de tiempo medio igual a J = 4
periodos hasta nalizar un proyecto de inversión.
La economía tiene J+1 tipos de capital, existencias yt, capital productivo
nalizado kt+1 y los stocks de capital a los que les faltan j periodos hasta su
nalización (j = :::J   1).
En segundo lugar, la función de producción es del tipo CES con la sigu-
iente estructura:
F (zt; kt; nt; yt) = ztn

t

(1  )k t + y 
  1 

donde 0 <  < 1; 0 <  < 1 y 0 <  <1:
En tercer lugar, la función de preferencias para las economías domésticas
presenta la siguiente estructura:
u(ct; `t) =
1X
i=0
tu(ct; a(L)`t)
58La introducción de existencias como factor de producción tiene una razón técnica,
hacer posible la resolución numérica del modelo.
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donde
a(L)`t =
1X
i=0
ai`t i :
1X
i=0
ai = 1
y donde el tiempo total se distribuye entre ocio y horas de trabajo.
`t + nt = 1
La introducción de retardos distribuidos en el ocio dentro de la función de
utilidad contribuye a que el ocio pasado afecte a la utilidad presente con la
propiedad de que mientras más alejados estemos del presente menos pondera
el nivel de ocio en la utilidad presente.
Desarrollemos algo más esta modelización para el ocio.
Lt =
1X
i=0
ai`t i =
1X
i=0
ai(1  nt i)
cada uno de los parámetros que acompañan al ocio pasado viene dado por la
siguiente ley recursiva que permite que las ponderaciones del ocio se reduzcan
en progresión geométrica.
ai+1 = (1  )ai
donde 0 <  < 1:
El ocio ahora vendría dado por la siguiente expresión.
Lt = a0(1  nt) + a1   a1nt 1 + a2   a2nt 2 + :::::
Lt =
1X
i=0
ai   a0nt  

a1nt 1 + (1  )a1nt 2 + (1  )2a1nt 3 + :::

Lt = 1  a0nt   a1
1X
i=0
(1  )iLint i 1
Deniendo:
ht =
1X
i=0
(1  )iLint i 1 = nt 1
1  (1  )L
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ht = (1  )ht 1 + nt 1
donde ht captura el efecto del ocio pasado sobre la utilidad presente.
De esta forma, la introducción de esta forma de modelizar el ocio supone
añadir dos restricciones al modelo.
Lt = 1  a0nt   a0(1  )ht
ht+1 = (1  )ht + nt
Veamos cuál es el efecto de modelizar la función de utilidad de esta forma,
formulando el problema del consumidor con una función logarítmica.
Las condiciones de primer orden del problema para el consumo y el ocio
serían:
1
ct
= 
a0
1  a0nt   (1  a0)ht = wt  
donde  y  son los multiplicadores respectivos de la restricción de recursos y
de la restricción dinámica que nos da el efecto de la oferta de trabajo pasada
sobre la utilidad corriente.
La condición intratemporal quedaría como:
a0
1  a0nt   (1  a0)ht =
wt
ct
  
La log-linealización es como sigue, teniendo en cuenta que en estado esta-
cionario:
h =
n

:
a0
1  a0n  (1  a0)h =
a0
1  n =
w
c
  
a0
1  n +
a0n
(1  n)2 n^t +
(1  a0)h
(1  n)2 h^t =w
c
  

+
w
c
w^t   w
c
c^t   ^t
n^t = 
w
c

(w^t   c^t) 

1  a0
a0

h^t   ^t
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y =
 
(1  n)2
a0n
!
En equilibrio, la elasticidad del número de horas trabajadas con respecto al
salario real es mayor que si hubiésemos tenido en cuenta la no-separabilidad
del ocio.
La función de utilidad del modelo original es:
u(ct; Lt) =
h
c
1=3
t (a(L)`)
2=3
i

donde  < 1 y  6= 0:
El suma, el modelo completo viene dado por las siguientes ecuaciones:
Max E0
1X
i=0
tu(ct; 1  a0nt   a0(1  )ht)
sujeto a las restricciones:
kt+1 = (1  )kt + s1t
sj;t+1 = sj+1;t
It =
JX
i=1
!isit + yt+1   yt
ct + yt = ztn

t

(1  )k t + y 
  1 

ht+1 = (1  )ht + nt
La estructura del shock tecnológico es más compleja, dada por un com-
ponente transitorio más un componente permanente.
zt = z1t + z2t
donde
z1t+1 = z1t + "1t : z2t = "2t
513
Finalmente combinan ambos tipos de perturbación con una tercera para
denir un índice de productividad, dado por la suma de los dos anteriores
más una tercera perturbación:
t = zt + "3t
Los principales resultados de la simulación que realizan es que el modelo
es consistente con la alta variabilidad de la inversión y la baja volatilidad del
consumo así como las altas correlaciones que presentan con la producción.
La autocorrelación de la producción en las series generadas por el modelo
replican bastante bien la autocorrelación del PNB norteamericano.
El modelo predice por otra parte una elevada correlación entre produc-
tividad y producción que no se aprecia en los datos.
La siguiente tabla recopila los resultados más signicativos del modelo
(Kydland y Prescott, 1982, pags 1364-1365).
Tabla 5.11
Desviaciones típicas Correlaciones con PNB
EEUU Modelo EEUU Modelo
Output 1:8 1:8 1 1
Consumo 1:3 0:63 0:74 0:94
Inversión 5:1 6:45 0:71 0:80
Horas 2 1:05 0:85 0:93
Productividad 1 0:90 0:10 0:90
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5.19. Apéndice 5.1.
Aproximación lineal del sistema diferencial en el modelo de búsqueda.
dJ
dt
= (r +  )J   (Z  W ) : du =  (1  u)  q()u
d

cZ
q()

=  cZq
0()
q()2
d = (r +  )
cZ
q()
  (1  )(Z   x) + Zc
d =

1  

(r +  )  (1  )(Z   x)q()
cZ
+ q ()

: (1  ) =  q
0()
q()

d ' 
1  

 q0()(1  )(Z   x)q()
cZ
+ [q ()]0

(   )
d '

q()(1  )(Z   x)q()
cZ
+ 

1  q()

(   )
du =  (1  u)  q()u
du ' [  + q()] (u  u)  [q()]0 u(   )
5.20. Apéndice 5.2.
El modelo de Merz log-linealizado para intensidad de búsqueda constante.
La condición que nos liga el rendimiento del capital con las variaciones
en el consumo.
C^t = Et

C^t+1 + R^t+1

donde Rt+1 = Zt+1K 1t+1 N
1 
t+1 + (1  ) y
R^t+1 =
r + 
1 + r

Y^t+1   K^t+1

Las condiciones de primer orden para Vt y St vienen dadas por:
a
CtMV
= Et

1
Ct+1
(FK(t+1) + c(St+1)) N t+1 +
a
Ct+1MV
[1   +MN ]

515
a
  1
MVC2
dCt   1
CM2V
dMV

= Et

  1
C2
(FK + c)dCt+1 +
1
C
 
dFK(t+1)

+
EtN
  1dNt+1+a [1   + MN ]Et

  1
MVC2
dCt+1   1
CM2V
dMV (t+1)

+
a
CMV
EtdMN(t+1)
  a
CMV
(C^t + M^V (t)) =   (FK + c)
C
EtC^t+1 +
FK
C
EtF^K(t+1) + N
 EtN^t+1+
 a [1   + MN ]

1
MVC
EtC^t+1 +
1
CMV
EtM^V (t+1)

+
aMN
CMV
EtM^N(t+1)
Las expresiones para M^V (t); M^N(t+1) y F^K(t+1) vienen dadas por:
M^V (t) =  V^t    N
1 N N^t : M^N(t) = (1  ) V^t + (1  )
N
1 N N^t
F^K(t+1) = Z^t+1 + (  1) K^t+1 + (1  )N^t+1
  a
CMV

C^t   V^t    N
1 N N^t

=   (FK + c)
C
EtC^t+1+
FK
C

Z^t+1 + (  1) K^t+1 + (1  )N^t+1

+
N EtN^t+1 a [1   + MN ]

1
MVC
EtC^t+1   1
CMV

EtV^t+1 + 
N
1 NEtN^t+1

+
+
aMN
CMV
EtM^N(t+1) +
aMN
CMV

(1  ) V^t + (1  ) N
1 N N^t

La restricción de recursos diferenciada tiene la siguiente expresión.
Kt+1 + Ct = ZtK

t N
1 
t + (1  )Kt   c(St)(1 Nt)  aVt
KK^t+1 + CC^t+1 = Y K^t + (1  )Y N^t + (1  )KK^t + cNN^t   aV V^t
La ecuación dinámica para el nivel de empleo, diferenciada:
NN^t+1 = (1   )NN^t + V 1 (S(1 N))
h
(1  )V^t + S^t   N^t
i
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5.21. Apéndice 5.3.
Resolución del sistema dinámico a través de transformadas de Laplace.
El sistema dinámico es:
_x = Ax+ v
donde
_x =
"
K(t)
C(t)
#
: x =
"
K(t)
C(t)
#
: A =
"
a11 a12
a21 a22
#
: v =
"
gK(t)
gC(t)
#
Aplicamos la transformada de Laplace al sistema:
L( _x) = AL(x)+L(v)
Aplicando la transformada de una derivada:
sLfx;sg   x(0) = ALfx;sg+Lfv;sg
(sI A)Lfx;sg = x(0)+Lfv;sg ) Lfx;sg = (s) 1 [x(0)+Lfv;sg] : (s) = (sI A) 1
1. Consideremos el caso globalmente estable, en el que las raíces carac-
terísticas de la matriz A son ambas negativas (1 < 0; 2 < 0).
Desarrollo de las matrices (s) y  1(s):
(s) =
"
s  a11  a12
 a21 s  a22
#
:  1(s) =
adj(s)
j(s)j : adj(s) =
"
s  a22 a12
a21 s  a11
#
y j(s)j
j(s)j = (s  a11)(s  a22)  a12a21 = (s  1)(s  2)
donde 1 y 2 son las raíces características de la matriz A:
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La matriz adjunta puede expresarse como:"
s  a22 a12
a21 s  a11
#
=
"
i   a22 a12
a21 i   a11
#
+
"
s  i 0
0 s  i
#
I
adj(s) = adj(i) + (s  i)I
adj(1) + (s  1)I = adj(2) + (s  2)I
I =
adj(1)  adj(2)
1   2 = B+ (I B) : B =
adj(1)
1   2
donde a las matrices B e (I   B) se las denomina matrices de ponderación
(weighting matrices).
La matriz inversa desarrollada es:
 1(s) =
adj(s)
j(s)j =
adj(s)
s2   (a11 + a22)s+ a11a22   a12a21
=
adj(s)
(s  1)(s  2) =
adj(s)
1   2

1
s  1  
1
s  2

dado que en una ecuación de segundo grado se verica
trA =a11 + a22 = 1 + 2 : jAj = a11a22   a12a21 = 12
y el polinomio en forma de producto puede expresarse en forma de suma
como
1
(s  1)(s  2) =
1
1   2

1
s  1  
1
s  2

Finalmente, la matriz  1(s) puede expresarse como:
 1(s) =
1
1   2

adj(1) + (s  1)I
s  1  
adj(2) + (s  2)I
s  2

Aplicamos este resultado al sistema:
Lfx;sg = 1
1   2

adj(1) + (s  1)I
s  1  
adj(2) + (s  2)I
s  2

[x(0)+Lfv;sg]
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Lfx;sg = 1
1   2

adj(1)
s  1  
adj(2)
s  2

[x(0)+Lfv;sg]
Lfx;sg =

B
s  1 +
(I B)
s  2

[x(0)+Lfv;sg]
Para obtener la solución supongamos el caso más sencillo en el que el vector
de variables exógenas es constante:
v =
"
gK
gC
#
) Lfv;sg = gi
s
Lfx;sg =

B
s  1 +
(I B)
s  2

x(0) 

1
1
( 1)B
s (s  1) +
1
2
( 2) (I B)
s (s  2)
"
gK
gC
#
Deshaciendo la transformada:
x =
"
K(t)
C(t)
#
= [B exp f1tg+ (I B) exp f2tg]
"
K(0)
C(0)
#
 

B
1
(1  exp f1tg) + (I B)
2
(1  exp f1tg)
"
gK
gC
#
Aplicando la siguiente propiedad que relaciona las matrices de ponderación
con la matriz 
B
1
+
I B
2
=
adj(0)
 12 =
adjA
12
= A 1
Finalmente la solución nos da el impacto inicial, la dinámica de transición y
el resultado a largo plazo.
x =
"
K(t)
C(t)
#
= [B exp f1tg+ (I B) exp f2tg]
"
K(0)
C(0)
#
 

B
1
(1  exp f1tg) + (I B)
2
(1  exp f1tg)
"
gK
gC
#
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La solución de largo plazo es:"
K(1)
C(1)
#
=  

B
1
+
(I B)
2
"
gK
gC
#
=  adj(0) 12
"
gK
gC
#
= A 1
"
gK
gC
#
2. Si las raíces de la ecuación característica alternan en signo (1 <
0; 2 > 0), partimos de:
(s  1)Lfx;sg = adj(s)
(s  2) [x(0)+Lfv;sg]
Para la raíz inestable lal única solución acotada para las variables debe ver-
icar para s = 2.
adj(2) [x(0)+Lfv;2g] = 0"
0
0
#
=
"
2   a22 a12
a21 2   a11
#"
K(0) + LfgK ; 2g
C(0) + LfgC ; 2g
#
adj(2)
"
K(0)
C(0)
#
=  adj(2)
"
LfgK ; 2g
L fgC ; 2g
#
El rango de la matriz adjunta es 1 con lo que podemos utilizar cualquiera de
las dos las para determinar el valor inicial de la variable C(0):
C(0) =  LfgC ; 2g  

2   a22
a12

[K(0) + LfgK ; 2g]
donde hemos utilizado la primera la para su cálculo.
Sustituyendo adj(s) = adj(2) + (s  2)I:
(s  1)Lfx;sg = adj(2) + (s  2)I
s  2 [x(0)+Lfv;sg]
(s  1)Lfx;sg = [x(0)+Lfv;sg] + adj(2)
s  2 [x(0)+Lfv;sg]
(s  1)Lfx;sg = [x(0)+Lfv;sg] + adj(2)
s  2 [Lfv;sg   Lfv;2g]
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Si de nuevo suponemos que v es constante:
Lfv;sg   Lfv;2g
s  2 =  
gv
s2
Lfx;sg = 1
s  1x(0) 
1
2(s  1)(adj(2)  2I)
gv
s
Lfx;sg = 1
s  1x(0) 
1
 12 (adj(0))
 1
s(s  1)gv"
K(t)
C(t)
#
=
"
K(0)
C(0)
#
exp f1tg+ (1  exp f1tg)
"
K(1)
C(1)
#
Si la perturbación sigue un proceso como Gt =   YK sGG^ exp f "tg = g exp f "tg :
v =
"
gK(t)
gC(t)
#
=
"
g exp f "tg
0
#
: Lfv;sg =
"
g
s+"
0
#
El sistema queda como
(s  1)Lfx;sg =
"
0
C(0)
#
+
"
g
s+"
0
#
+
adj(2)
s  2
"
g
s+"
  g
2+"
0
#
(s  1)Lfx;sg =
"
0
C(0)
#
+
g
(s+ ") (2 + ")
("
2 + "
0
#
 
"
2   a22
a21
#)
Lfx;sg = 1
s  1
"
0
C(0)
#
+
1
(2 + ") (s  1)(s+ ")
"
"+ a22
 a21
#
g
En este instante podemos realizar dos supuestos acerca de la perturbación.
Si " = 0 entonces la perturbación es permanente, mientras que si " < 0 la
perturbación es transitoria.
En el caso de " = 0; la transformación al dominio del tiempo es:"
K(t)
C(t)
#
=
"
0
C(0)
#
exp f1tg+ g
12
(1  exp f1tg)
"
a22
 a21
#
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En el caso de " < 0 la solución tiene la siguiente forma:"
K(t)
C(t)
#
=
"
0
C(0)
#
exp f1tg+ g
2 + "
"
"+ a22
 a21
#
exp f1tg   exp f "tg
1 + "
: (" 6= 1)
5.22. Apéndice 5.4.
Log-linealizaciones y resultados para el modelo de crecimiento con deuda.
La función de producción linealizada es:
yt = (1  )nt + kt
La log-linealización de la ecuación dinámica del stock de capital es como
sigue:
Kt+1  Kt
Kt
  (1  ) = Yt
Kt

1  Ct
Yt
  Gt
Yt

Aplicando la igualdad:
Xt = exp flnXtg = exp flnxtg
ln [exp flnkt+1g   (1  )] = yt   kt + ln [1  exp fct   ytg   exp fgt   ytg]
La parte de la izquierda, f(kt+1; ) aproximada a través del desarrollo de
Taylor de primer orden en un entorno del estado estacionario es:
f(kt+1; ) ' 1

(kt+1   kt) = 1

(kt+1   kt)
El segundo sumando de la derecha h(ct; yt; gt) viene dado por:
h(ct; yt; gt) =
 
1 
 
1  G
Y

(r + )
(1  )
!
(ct   yt) 
 
G
Y

(r + )
(1  ) (gt   yt)
1

(kt+1 kt) = yt kt+
 
1 
 
1  G
Y

(r + )
(1  )
!
(ct yt) 
 
G
Y

(r + )
(1  ) (gt yt)
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Sustituyendo yt a partir de la función de producción, obtenemos:
kt+1 = 1kt + 2nt + 3gt + (1  2   3)ct
donde los coecientes vienen dados por:
1 = 1 + r + 
1   : 2 =
(1  ) (r + )
(1  ) : 3 =  
 
G
Y

(r + )
(1  ) : 4 = 1 2 3
A partir de la dinámica de la deuda pública, despejamos el tipo impositivo
Dt+2
Yt+1
=

Rgt+2
Dt+1
Yt+1
+

Gt+1
Yt+1
   t+1

 t+1 = exp

rgt+2 + dt+1   yt+1
	
+ exp fgt+1   yt+1g   exp fdt+2   yt+1g
que sustituido en la ecuación del rendimiento bruto del capital.
lnRt+1 = ln [(1  ) + ab]
a =
 
1  exprgt+2 + dt+1   yt+1	  exp fgt+1   yt+1g+ exp fdt+2   yt+1g
b =  exp f(1  )(nt+1   kt+1)g
La aproximación lineal viene dada por:
rt+1 =
r + 
(1  )(1 + r)

1gt+1 + 2nt+1 + 3kt+1 + 4(r
g
t+2 + dt+1) + 5dt+2

donde los parámetros vienen dados por las siguientes expresiones:
1 =  

G
Y

: 2 =   (1 )

D
Y
  G
Y
 RD
Y

: 3 =  +

D
Y
  G
Y
 RD
Y

 = (1  )

1 RD
Y
  G
Y
+
D
Y

: 4 =  RD
Y
: 5 =
D
Y
La aproximación lineal de la condición de primer orden para la oferta de
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trabajo viene dada por:
nt = (`)

a1kt + a2(r
g
t+1 + dt) + a3dt+1 + a4gt + a5ct

donde los parámetros son:
(`) =
(1 N)`
N   1 N
1  `

(1  )(G+rD
Y
)  (1  ) : @(`)@` > 0
a1 = +

1  

G+ rD
Y

: a2 =   R
1  
D
Y
a3 =
1
1  
D
Y
: a4 =   1
1  
G
Y
: a5 =  1
Y nalmente, la ecuación de Euler para el consumo:
Etct+1   ct = Etrt+1
Solución.
El sistema log-linealizado viene dado por las siguientes ecuaciones:
kt+1 = 1kt + 2nt + 3gt + (1  2   3)ct
rt+1 =
r + 
(1  )(1 + r)

1gt+1 + 2nt+1 + 3kt+1 + 4(r
g
t+2 + dt+1) + 5dt+2

nt = (`)

a1kt + a2(r
g
t+1 + dt) + a3dt+1 + a4gt + a5ct

Etct+1   ct = Etrt+1
En primer lugar, reducimos el sistema de cuatro ecuaciones, sustituyendo
la expresión para la oferta de trabajo en la ecuación para el stock de capital
y para el tipo de interés.
kt+1 = 

1kt + 

2gt + 

3ct + 

4rt+1 + (

4 + 

5d) dt + 

5ut
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donde
1 = 1 + 2a1(`) : 

2 = 3 + 2a4(`) :
3 = 1  2   3 + 2a5(`) : 4 = 2a2(`) : 5 = 2a2(`)
rt+1 = 

1gt+1 + 

2kt+1 + 

3dt+1 + 

4r
g
t+2 + 

5ct+1
donde
1 =
r + 
(1  )(1 + r) (1 + 2a4(`)) : 

2 =
r + 
(1  )(1 + r) (3 + 2a1(`)) :
3 = 4 + 2(`)(a2 + a3d) + 5d :
3 =
r + 
(1  )(1 + r) (4 + 2(`)(a2 + a3d)) + 5d
4 =
r + 
(1  )(1 + r) (4 + 2(`)a2) : 

5 =
r + 
(1  )(1 + r) (2a5(`))
Utilizando el método de los coecientes indeterminados, probamos como solu-
ción para el consumo y el tipo de interés con las siguientes expresiones:
ct = ckkt + cggt + cddt + cuut
rt = rkkt + rggt + rddt + ruut
En primer lugar, sustituimos éstas en la ecuación para el stock de capital:
kt+1 = 

1kt + 

2gt + 

3
 
ckkt + cggt + cddt + cuut

+
4
 
rkkt+1 + rggt+1 + rddt+1

+ (4 + 

5d) dt + 

5ut
kt+1 =
1 + 

3ck
1  4rk
kt +
2 + 

3cg + 

4rgg
1  4rk
gt+
3cd + 

4 + 

5d + 

4rdd
1  4rk
dt +
4rd + 

5 + 

3cu
1  4rk
ut
Identicación.
Sustituyendo las expresiones probadas como solución en las dinámicas
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para el consumo y para el tipo de interés, procedemos a identicar las elas-
ticidades en función de los parámetros del modelo. El procedimiento será
realizado en partes separadas, esto es, iré considerando la variable predeter-
minada y las exógenas, una a una.
En primer lugar identicamos coecientes para kt :
rkkt = 

2kt + 

4Etrt+1 + 

5ct
rkkt = 

2kt + 

4rk
1 + 

3ck
1  4rk
kt + 

5ckkt
4
2
rk + (

4(

1 + 

3ck)  54   24   1) rk + 2 + 5ck = 0
Etct+1   ct = Etrt+1
ckkt+1 = ckkt +
kt+1   1kt
4
4ck
1 + 

3ck
1  4rk
kt = 

4ckkt +
1 + 

3ck
1  4rk
kt   1kt
4
2
ck + (

1   1 + rk(4   3) ck   1rk = 0
En segundo lugar, los coecientes para gt.
kt+1 =
1 + 

3ck
1  4rk
kt +
2 + 

3cg + 

4rgg
1  4rk
gt+
3cd + 

4 + 

4rdd + 

5d
1  4rk
dt +
4rd + 

5 + 

3cu
1  4rk
ut
rt = 

1gt + 

2kt + 

3dt + 

4rt+1 + 

5ct
rggt = 

1gt + 

4Etrt+1 + 

5ct
rggt = 

1gt + 

4rk

2 + 

3cg + 

4rgg
1  4rk
gt + rgggt

+ 5cggt
rg =
 
1 + 

5cg

(1  4rk) + 4rk
 
2 + 

3cg

1  4rk   4g
kt+1 = 

1kt + 

2gt + 

3ct + 

4rt+1 + 

5dt+1
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ckkt+1 + cggt+1 = cggt +
kt+1   2gt   3ct
4
ck
2 + 

3cg + 

4rgg
1  4rk
gt + cgggt =
cggt +
1
4

2 + 

3cg + 

4rgg
1  4rk
gt   2gt   3cggt

cg =
(1  4rk) rgg + (rk   ck)
 
2 + 

4rgg
 
g   1

(1  4rk)  3(rk   ck)
En tercer lugar, para los coecientes de dt:
rddt = 

3dt + 

4Etrt+1 + 

5ct
rddt = 

3dt + 

4rk

3cd + 

4rdd + 

5d
1  4rk
dt + rddt+1

dt + 

5cddt
rd =
(3 + 

5cd) (1  4rk) + 4rk (5d + 3cd)
1  4rk   4d
ck
3cd + 

4rdd + 

5d
1  4rk
dt + cdddt = cddt+
1
4

3cd + 

4rdd + 

5d
1  4rk
dt   5ddt   3cddt

cd =
(1  4rk) cdd + (rk   ck)
 
5d + 

4rdg

(d   1) (1  4rk)  3(rk   ck)
Finalmente, para ut.
ru = 

3 + 

4

rk
4rd + 

5 + 

3cu
1  4rk
+ rd

+ 5cu
ru =
(1  4rk) (3 + 5cu) + 4rk (5 + 3cu)
1  4rk   4d
ck
4rd + 

5 + 

3cu
1  4rk
+ cdut = cu + rk

4rd + 

5 + 

3cu
1  4rk

+ rd
cu =
(rk   ck) (4dru + 3) + rud(1  4rk)
(d   1) (1  4rk)  (rk   ck)3
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Obtenidas las elasticidades, calculamos la solución para la oferta de trabajo.
nt = (`)

a1kt + a2(r
g
t+1 + dt) + a3dt+1 + a4gt + a5ct

Sustituyendo las soluciones para el tipo de interés y el consumo, las elastici-
dades para la oferta de trabajo son:
nk = v(`)

a1 + a2rk
1 + 

3ck
1  4rk
+ a5ck

ng = v(`)

a1 + a2rgg + a2rk
2 + 

3cg + 

4rgg
1  4rk
+ a4 + a5cg

nu = v(`)

a2rk
4rd + 

5 + 

3cu
1  4rk
+ a2rud + a3 + a5cu

Y nalmente, la relación entre las elasticidades para la producción y la oferta
de trabajo, sencillamente se obtienen a partir de la función de producción
linealizada.
yk = (1  )nk +  : yg = (1  )ng : yu = (1  )nu
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CAPITULO 6
PERSISTENCIA, VAR Y CRITICAS AL
MODELO
En este capítulo presentamos un conjunto de cuestiones diversas: por una
parte exponemos una parte de la literatura que intenta determinar a partir
del análisis de series univariantes si el componente permanente de la serie de
producción es cuantitativamente más importante que el componente transi-
torio, o dicho de otra forma, la serie presenta una tendencia estocástica. En
segundo lugar, nos hacemos eco de una controversia relativamente reciente
acerca del impacto de las perturbaciones tecnológicas sobre el número de ho-
ras trabajadas. Finalmente, terminamos con las críticas al modelo de Ciclo
Real y con la exposición de las características de un modelo de Equilibrio
General Dinámico de referencia, ampliamente utilizado en la literatura em-
pírica en Macroeconomía.
6.1. Tendencias estocásticas versus
tendencias deterministas.
Robert Lucas comienza su clásico artículo Understanding Business Cy-
cles(1977, pag 7) con la siguiente cuestión:
why is it that, in capitalist economies, aggregate variables un-
dergo repeated uctuationes about trend, all of essentially the
same character?.
Muchos textos de Macroeconomía introducen un gráco en el que se rep-
resenta la evolución temporal del Producto Interior Bruto real junto a una
tendencia, en la mayor parte de los casos lineal, para explicar que dos de los
objetivos de la Teoría Macroeconómica es explicar tanto el crecimiento del
output per cápita a lo largo del tiempo como las desviaciones del producto
respecto a la tendencia de crecimiento. Quizá implícitamente la cuestión que
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propone Lucas sugieran el hecho de que las uctuaciones del output son tran-
sitorias y ciertamente este punto de vista está conectado intrínsecamente con
las explicaciones ciclo económico basadas en cambios en la demanda agre-
gada.
El hecho de que el componente secular del PIB no uctue demasiado du-
rante periodos cortos de tiempo (un trimestre o un año) sino que al contrario
evoluciona de forma lenta y suave en relación al componente cíclico ha con-
ducido a la práctica econométrica tradicional de descomponer el PIB, como
indicador sintético global de la actividad económica, en sus componente de
crecimiento tendencial o secular y en su componente cíclico (detrending).
Este hecho tiene una correspondencia directa con la teoría. Si nos atenemos
al PIB, el componente de crecimiento tendencial correspondería al dominio
de la Teoría del Crecimiento Económico, donde la acumulación de capital,
físico en menor medida y humano en mayor medida, y sobre todo el crec-
imiento del progreso tecnológico son los principales determinantes de dicho
crecimiento. Por el contrario, el componente cíclico se asume que es transito-
rio en su naturaleza (estacionario en términos estadísticos) y su explicación
está conectada a cambios transitorios o permanentes en la demanda agregada
(cambios en la oferta monetaria o en el gasto público).
Demostrar que los cambios en la demanda tienen efectos transitorios sobre
el PIB implica asumir que aquéllos no tienen inuencia en la tendencia de
crecimiento a largo plazo.
Sin embargo, el movimiento tendencial no tiene que ser necesariamente
una tendencia determinista sino que procesos estocásticos como el paseo
aleatorio también exhiben también una tendencia secular pero no siguen
una senda determinista. De esta forma, si la tendencia en las series macro-
económicas es de naturaleza estocástica y no tanto de naturaleza determin-
ista, los modelos basados en el procedimiento habitual estarían especicados
de forma errónea.
Interpretando los residuos o componente cíclico como la imagen de la
evolución cíclica del PIB, el siguiente paso consiste básicamente en estimar
un proceso estocástico estacionario siguiendo la metodología Box-Jenkins,
esto es, determinar qué tipo de modelo ARMA es el que mejor se ajusta
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como proceso generador de dichos datos.
Un ejemplo de ello es la estimación que proponen Blanchard y Fisher
(1989, pag 9) en la que el comportamiento dinámico del componente cíclico
del PIB americano, y^t = yt   yt, se ajusta bien a un proceso ARMA(2,2),
donde "t son los shocks o innovaciones que representan, por construcción, la
desviación del output respecto de la tendencia que no puede ser predecida a
partir de los valores pasados del mismo.
y^t = 1:31y^t   0:42y^t + "t   0:06"t 1 + 0:25"t 2 ((6.1))
"t = y^t   E(y^t j y^t 1; y^t 2:::)
Una forma útil de visualizar analíticamente el signicado de la ecuación
anterior es calcular recursivamente los distintos multiplicadores dinámicos,
esto es, trazar los efectos dinámicos de una shock sobre el output a lo largo
del tiempo. De esta forma, adelantando la ecuación (6.1) sucesivamente
obtenemos.
@y^t
@"t
= 1 :
@yt+1
@"t
= 1:31 0:06 = 1:25 : @y^t+2
@"t
= 1:31(1:25) 0:42+0:25 = 1:4675
@y^t+3
@"t
= 1:31(1:4675) 0:42(1:25) ' 1:40 : @y^t+4
@"t
' 1:3(1:40) 0:42(1:4675) = 1:20
La forma alternativa de demostrar que a largo plazo el efecto de un shock
tiende a cero es a partir de la solución explícita de la ecuación estocástica de
segundo orden que es el modelo ARMA(2,2).
Aplicando el operador de retardos podemos obtener las raíces de la parte
autorregresiva:
(1  1:31L+ 0:42L2)y^t = "t   0:06"t 1 + 0:25"t 2
Factorizando
(1  1L)(1  2L)y^t = "t   0:06"t 1 + 0:25"t 2
donde 1; 2 son las inversas de las raíces de (1   1:31L + 0:42L2): Dichas
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raíces son 1 = 0:56 y 2 = 0:75:
La solución viene dada por:
y^t =
"t   0:06"t 1 + 0:25"t 2
(1  0:56L)(1  0:75L) =

A
1  0:56L +
B
1  0:75L

("t   0:06"t 1 + 0:25"t 2)
donde A y B son parámetros indeterminados que pueden calcularse fácil-
mente:
A+B = 1 :  2B   1A = 0
A =   1
2   1 =  2:947368421 : B =
2
2   1 = 3:947368421
Aplicando cada uno de los sumandos a la parte de medias móviles obtenemos:
y^t = A
( 1X
i=0
(0:56)i("t i   0:06"t i 1 + 0:25"t i 2)
)
+
+B
( 1X
i=0
(0:75)i("t i   0:06"t i 1 + 0:25"t i 2)
)
Adelantando k periodos:
y^t+k = A
( 1X
i=0
(0:56)i("t+k i   0:06"t+k i 1 + 0:25"t+k i 2)
)
+
+B
( 1X
i=0
(0:75)i("t+k i   0:06"t+k i 1 + 0:25"t+k i 2)
)
expresión con la que podemos calcular el efecto sobre yt+k de un shock en t.
@y^t+k
@"t
= A

(0:56)k   0:06(0:56)k 1 + 0:25(0:56)k 2	+
+B

(0:75)k   0:06(0:75)k 1 + 0:25(0:75)k 2	
@y^t+k
@"t
= 0:53A(0:56)k 2 + 0:767B(0:75)k 2
expresión general válida para calcular la serie de multiplicadores dinámicos
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y que nos permite demostrar que a largo plazo se verica:
l{m
k!1
@y^tt+k
@"t
! 0) yt+k ! yt
El gráco de los efectos dinámicos del shock tiene forma de joroba, (hump-
shaped), esto es, el output aumenta hasta el periodo 3 para después ir decre-
ciendo lentamente en el tiempo. Esto reeja el punto de vista tradicional, las
desviaciones del PNB ante una perturbación son transitorias, el PNB retorna
a la tendencia o las perturbaciones tienen un efecto transitorio en el output.
Este enfoque fue puesto en duda a partir del trabajo econométrico de
Nelson y Plosser (1982) el cual expondremos en el epígrafe 6.3.
Podemos plantearlo de la siguiente manera: ¿Puede ocurrir que las per-
turbaciones tengan un efecto permanente en el output? y si es así ¿cuál sería
el origen de tales perturbaciones? Efectivamente, si implícitamente se ha
asumido en el trabajo econométrico que las perturbaciones tienen un efecto
transitorio, lo contrario suscita inmediatamente la cuestión de cuáles serían
las consecuencias de que dichas perturbaciones tuviesen un efecto perma-
nente.
Si las perturbaciones de demanda tienen efectos transitorios en el output,
entonces serían las perturbaciones de oferta las que podrían tener un efecto
permanente en el mismo.
Campbell y Mankiw (1987) han estimado que el comportamiento del log
del PNB real, yt, se ajusta con bastante precisión a un proceso ARIMA(1,1,2),
lo que implica que la tasa de crecimiento sigue un proceso ARMA (1,2). Blan-
chard y Fisher (1989) estiman este proceso para los mismos datos muestrales
que la ecuación (1) dando lugar a:
yt = c+ 0:2yt 1 + "t + 0:08"t 1 + 0:24"t 2
yt = c+ 1:2yt 1   0:2yt 2 + "t + 0:08"t 1 + 0:24"t 2 ((6.2))
donde c reeja el hecho de que el crecimiento del output es de media positivo.
Si aplicamos la metodología anterior, la gran diferencia estriba ahora en
que la parte autorregresiva del output presenta una raíz unitaria esto es,
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podemos expresar la ecuación de forma alternativa como:
(1  L)(1  0:2L)yt = "t + 0:08"t 1 + 0:24"t 2
donde 1 = 0:2 y 2 = 1 y la solución correspondiente para yt+k vendría dada
por:
yt+k =
1
1  1
( 1X
i=0
("t+k i + 0:08"t+k i 1 + 0:24"t+k i 2)
)
+
  1
1  1
( 1X
i=0
(0:2)i("t+k i + 0:08"t+k i 1 + 0:24"t+k i 2)
)
El cálculo de los multiplicadores dinámicos tendría la expresión siguiente:
@yt+k
@"t
=
1
1  1 (1:32) 
0:291
1  1 (0:2)
k 2
Ahora, el segundo sumando tiende a cero conforme aumenta k, pero el se-
gundo es independiente del horizonte de predicción con lo cual:
l{m
k!1
@yt+k
@"t
=
1:32
1  0:2 = 1:65
La interpretación del resultado anterior es muy distinta: el shock tiene un
efecto permanente en el output y por tanto su efecto no desaparece en el
tiempo.
En los dos grácos siguientes observamos el efecto de una perturbación
que eleva de forma permanente el nivel de producción y por otra el efecto
cuando tiene una efecto transitorio. En el primer caso, la tendencia sería
estocástica y en el segundo sería determinista.
La cuestión econométrica sería comprobar cuál es representación apropi-
ada de la no-estacionariedad de la serie temporal. Habitualmente se consid-
eran dos clases diferentes de procesos no estacionarios como hipótesis alter-
nativas.
El primer tipo de proceso se denomina proceso trend-stationary(TS) y
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en su versión más básica implica que el logaritmo de una serie no estacionaria
puede ser expresado como una función determinista del tiempo, la tendencia,
más un proceso estocástico estacionario de media cero y varianza nita. Su
nombre se deriva de que la tendencia de la serie es perfectamente predecible
o como demostraremos la serie vuelve a la tendencia tras el paso del tiempo.
Por otra parte, la serie puede convertirse en estacionaria por diferenciación
o bien, estimando una tendencia y calculando la desviación de los datos de
la serie con respecto a la tendencia estimada.
El segundo tipo de proceso se denomina proceso di¤erence-stationary
(DS), que no es estacionario ni en media ni en varianza y por tanto es in-
dispensable diferenciarlo para transformar la serie original en una serie esta-
cionaria. Esto es, es un proceso estacionario por diferenciación.
Además, el hecho de que las series no estacionarias aumenten su media
y su dispersión en proporción a su nivel absoluto motiva que los datos se
transformen en primer lugar a logaritmos de los mismos.
El proceso TS lineal más simple tiene la forma para lnYt = yt.
yt   yt 1 = 
ecuación dinámica cuya resolución por sustitución recursiva da lugar a:
yt = y0 + t
si el proceso comienza en y0:
Por contra, el modelo DS más simple es el paseo aleatorio puro (sin deriva)
que viene dado por:
yt   yt 1 = "t : "t  i:i:d:(0; 2)
y cuya resolución da lugar a:
yt = y0 +
t 1X
i=0
"t i = y0 + vt
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En el primero t es la tendencia determinista mientras que en el segundo vt =Pt
i=1 "t i es la tendencia estocástica. Además fvtg es un proceso estocástico
no estacionario ya que E(v2t ) = t
2 depende de t y diverge conforme t!1:
De manera más realista podemos añadir a los dos procesos un componente
cíclico, que admita una representación ARMA estacionaria e invertible. El
proceso TS vendría dado por:
yt = y0 + t+ ct = y0 + t+ (L)"t ((6.3))
ct = (L)"t : "t  i:i:d:(0; 2)
donde L es el operador de retardos y (L) = 1+1L+2L
2+::: =
P1
j=1 jL
j.y
0  1:
La serie ct es estacionaria y satisface las condiciones de estacionariedad e
invertibilidad, esto es:
1X
i=0
jij <1 :
1X
i=0
2i <1
Mientras que el proceso DS tendría la siguiente forma:
(1  L)yt =  + dt ((6.4))
dt = (L)"t : "t  i:i:d:(0; 2)
La mejor manera de entender la diferencia entre ambos es comparando los
dos modelos en términos de sus propiedades de serie temporal.
El modelo TS es:
yt = y0 + t+ (L)"t ((6.5))
El modelo DS tiene por expresión, tras iterar sucesivamente hacia atrás
(sustitución recursiva).
yt = y0 + t+
tX
i=1
dt i = y0 + t+
tX
i=1
(L)"t i ((6.6))
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Cálculo del error de predicción a k periodos.
Para el proceso TS, la mejor proyección lineal de yt+k a partir de los
valores conocidos fy0; y1; :::ytg es59:
P (yt+k j yt:::y0) = Et(yt+k) = y0 + (t+ k) +
1X
i=0
i+k"t i
y el error de predicción k periodos hacia delante es:
yt+k   Etyt+k =
1X
i=0
i"t+k i   Et
1X
i=0
i+k"t i =
k 1X
i=0
i"t+k i
El error cuadrático medio está acotado superiormente y asintóticamente es
igual a:
l{m
k!1
E fyt+k   Et(yt+k)g2 = l{m
k!1
E
(
k 1X
i=0
i"t+k i
)2
= 2
1X
i=0
2i <1
expresión que es igual a la varianza asintótica del proceso TS:
V ar(yt) = V ar(ct) = V ar ((L)"t) = (L)
22 <1
Veamos ahora el proceso DS a partir de la ecuación (6.6).
yt = y0 + t+
t 1X
i=0
dt i = y0 + t+
t 1X
i=0
(L)"t i
Para calcular la media condicional o la mejor proyección k periodos hacia de-
lante, calculamos en primer lugar la media condicional respecto al incremento
de la variable. Teniendo en cuenta que:
yt+1 =  +
1X
i=0
i"t+1 i : yt+k =  +
1X
i=0
i"t+k i
59Dado que nos centramos en procesos lineales, la proyección P (xt j xt 1; :::x0) y la
expectativa condicional son equivalentes Et 1(xt):
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Et (yt+1) =  +
1X
i=1
i"t+1 i : Et(yxt+k) =
1X
i=k
i"t+k i =
1X
i=0
k+i"t i
El proceso puede expresarse como:
yt+k = yt+k +yt+k 1 + ::::+yt+1 + yt
Et(yt+k) = Et(yt+k +yt+k 1 + ::::+yt+1 + yt)
Et(yt+k) =  +
1X
i=k
i"t+k i +  +
1X
i=k 1
i"t+k 1 i + :::: +
1X
i=1
i"t+1 i + yt
Et(yt+k) = k + yt +
1X
i=0
 
k+iX
j=i
j+1
!
"t i
Para el paseo aleatorio puro con  = 0; 0 = 1 y j = 0 8j > 1 la expresión
anterior se simplica a
Et(yt+k) = yt
El error de predicción viene dado por
yt+k Et(yt+k) = yt+
kX
i=1
yt+i Et
(
yt +
kX
i=1
yt+i
)
=
k 1X
i=0
 
iX
j=0
j
!
"t+k i
y en el caso del paseo aleatorio puro
yt+k   Et(yt+k) = yt+k   yt =
k 1X
i=0
"t+k i
El error cuadrático medio tiene por expresión:
E fyt+k   Et(yt+k)g2 = 2
k 1X
i=0
 
iX
j=0
j
!2
que en el caso del paseo aleatorio puro viene dado por
V ar(yt) = V ar
 
t 1X
i=0
"t i
!
= t2
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Los dos modelos de serie temporal se comportan de forma muy distinta
a horizontes de predicción largos o aún innitos.
En cuanto al error de predicción, en el modelo TS está acotado superior-
mente, aunque aumente conforme ampliemos el horizonte de predicción.
l{m
k!1
fyt+k   Etyt+kg =
1X
i=0
i"t+k i   Et
1X
i=0
i+k"t i =
1X
i=0
i"t+k i <1
mientras que para el modelo DS
l{m
k!1
fyt+k   Etyt+kg =
1X
i=0
 
iX
j=0
j
!
"t+k i
aumenta rápidamente conforme aumentamos el horizonte de predicción y
tendería a innito conforme k !1:
En cuanto a la varianza de los dos procesos, el modelo TS presenta un
error cuadrático medio acotado superiormente mientras que el modelo DS
no presenta tal característica sino muy al contrario, dicho error cuadrático
medio aumenta sin límite conforme se extiende en el tiempo el horizonte de
predicción.
Las funciones impulso-respuesta.
Para cualquier modelo estocástico lineal fytg ; la diferencia "t = yt  
Et 1(yt) ó yt   P (yt j yt 1:::) se denomina la innovación o el shock en t.
En los dos modelos, la innovación en t es el shock, "t:
En el modelo TS dado por la ecuación (6.5):
yt = y0 + t+ ct = y0 + t+ (L)"t
P (yt j yt 1:::y0) = Et 1(yt) = y0 + t+
1X
i=1
i"t i + Et 1"t
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Para el modelo DS:
yt = y0 + t+
t 1X
i=0
dt i = y0 + t+
t 1X
i=0
(L)"t i
P (yt j yt 1:::y0) = Et 1(yt) = y0 + t+
t 1X
i=1
(L)"t i
Podemos comparar los dos modelos a partir del impacto de una innovación
sobre la variable k periodos hacia delante.
En el modelo TS, el efecto de la innovación es justamente el coeciente
de la representación de media móvil del componente cíclico.
@yt
@"t k
=
@yt+k
@"t
= k
Para cada horizonte de predicción, el efecto de una innovación sería igual
al coeciente de media móvil o dicho de otra forma, el efecto de la innovación
tiene un efecto temporal en la variable.
Por contra, en el modelo DS el efecto de la innovación viene dado por:
@yt+k
@"t
=
kX
j=0
j
esto es, el efecto sobre la variable va acumulando los coecientes de shocks
anteriores al momento t+k: Para horizontes de predicción largos, obtenemos:
l{m
k!1
@yt+k
@"t
= l{m
k!1
kX
j=0
j =
1X
i=0
j = (1)
Esta expresión nos mide el impacto a largo plazo de una innovación si la
serie sigue un proceso DS, o dicho de otra forma, la innovación tiene un efecto
permanente sobre la variable, ya que conforme aumenta el horizonte, el efecto
sobre la variable viene dado por la acumulación o suma de los coecientes
del proceso dt.
Finalmente, el proceso TS puede considerarse como un caso límite del
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proceso DS. Si diferenciamos el proceso TS obtenemos
yt   yt 1 =  + (1  L)ct
(1  L)yt =  + (1  L)(L)"t
con lo que si el polinomio (L)"t presenta una raíz unitaria, entonces el
proceso DS podría escribirse como
(1  L)yt =  + (L)"t
con lo que obtendríamos el proceso TS.
Esto es, en el proceso TS se añade una raíz unitaria al proceso de medias
móviles mientras que en el proceso DS esta raíz unitaria está ausente.
Si igualamos para los dos procesos la parte correspondiente al shock,
podemos obtener la función impulso respuesta a horizonte innito para el
proceso TS.
(1  L)(L) = (L)
con lo cual
(1) = 0
por tanto, a horizonte innito, la función impulso respuesta para el proceso
TS es igual a 0.
Una representación particular alternativa.
Supongamos ahora que el componente cíclico sigue un proceso autorre-
gresivo de orden 1, AR(1):
ct = ct 1 + "t ) ct =
1X
j=0
j"t j jj < 1
En este caso, estamos suponiendo que los coecientes del proceso de shock
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son ahora:
(L) = 1 + 1 + :::+ k + ::: = 1 + + :::+ 
k + ::
y el proceso TS viene dado por:
yt = y0 + t+
1X
j=0
j"t j :  < 1
Podemos interpretar esta expresión en un lenguaje diferente. El modelo TS
tiene una línea central que es la tendencia, y0+t; alrededor de la cual oscila
fytg. Si desarrollamos esta expresión obtenemos:
yt = y0 + t+
"t
1  L
yt   yt 1 = (1  )y0 + t  (t  1) + "t
yt   (y0 + t) =  (yt 1   (y0 + (t  1)) + "t
Deniendo la desviación de la tendencia como
y^t = yt   yt
la ecuación anterior queda como:
y^t = y^t 1 + "t
esto es, la desviación del PIB respecto a la tendencia determinista sería una
proporción ( < 1) de la desviación ocurrida en el periodo anterior más la
innovación.
Si  = 1 la desviación con respecto a la tendencia se mantendría en el
tiempo, dicha desviación sería un paseo aleatorio sin deriva, la desviación
seguiría un proceso DS o lo que es lo mismo la serie presentaría una raíz
unitaria.
En vez de presentar de nuevo los resultados sobre error de predicción y
error cuadrático medio o varianza asintótica simplemente calcularemos los
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multiplicadores dinámicos o funciones impulso-respuesta.
La solución para la ecuación estocástica y la expresión para los multipli-
cadores:
y^t = 
ty^0 +
t 1X
i=0
i"t i ) @y^t+k
@"t
= k : k = 0; 1; :::k::
esto es, conforme aumenta el periodo de predicción el efecto del shock sobre
la desviación de la variable con respecto a su tendencia disminuye y tiende a
cero, con lo que a largo plazo la serie revierte a la tendencia. La persistencia
del efecto de la innovación sobre la serie depende del parámetro :
l{m
k!1
@y^t+k
@"t
= 0
Por contra, en la tendencia estocástica,  = 1, la serie presentaría un
paseo aleatorio con deriva
y^t = y^t 1 + "t
la solución a la ecuación dinámica anterior viene dada por:
y^t = y^0 +
t 1X
i=0
"t i
@y^t+k
@"t
= 1 : 8k  0
En general, y con la formulación para el proceso DS utilizada anteriormente:
dt = dt 1 + "t ) dt =
1X
j=0
j"t j jj < 1
(1  L)yt =  +
1X
j=0
j"t j
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Resolviendo por sustitución recursiva
yt = y0 + t+
1X
i=0
 
iX
j=0
j
!
"t i
Ahora los multiplicadores vienen dados por:
@yt+k
@"t
=
 
iX
j=0
j
!
=
 
kX
j=0
j
!
esto es, el efecto de un shock sobre la serie es la suma del parámetro au-
torregresivo de la parte estacionaria, esto es, el efecto a largo plazo de una
perturbación transitoria viene dado por:
1X
k=0
@yt+k
@"t
=
1
1  
y por tanto, el nivel de la variable cambia de forma permanente y por
supuesto no revierte a la tendencia. El cambio total en la variable endó-
gena depende del parámetro :
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6.2. Modelos macroeconómicos
y persistencia.
Los dos modelos univariantes anteriores encajan con dos visiones difer-
entes acerca de la causa de las uctuaciones económicas y los modelos macro-
económicos convencionales pueden explicar sus resultados aunque desde pun-
tos de vista metodológicos relativamente alejados de los modelos de Ciclo
Real.
En este apartado consideramos tres modelos estándar que predicen la
baja persistencia de las perturbaciones de demanda y la alta persistencia de
las perturbaciones de oferta.
6.2.1. Un modelo básico OA-DA.
El primer modelo macroeconómico básico que presentamos es el conocido
IS-LM-OA o DA-OA con expectativas adaptativas.
El modelo consta de las siguientes ecuaciones:
La primera ecuación es el equilibrio en el mercado de bienes o curva IS en
el que la demanda agregada es igual a la producción y que puede deducirse
a partir de la log-linealización de la condición de equilibrio DA = Y .
yt   y = t   b(rt   r) : b > 0
En ésta, t sería la perturbación de demanda, rt es el tipo de interés real
e yt es el logaritmo del PIB.
La segunda ecuación sería el equivalente a la ecuación de equilibrio mon-
etario o LM. En lugar de ésta, incluimos una variante de la conocida regla
de Taylor en la que el tipo de interés nominal jado por el Banco Central
responde en más de un punto a las desviaciones de la inación con respecto
a la inación objetivo.
546
En términos de la tasa de interés real, puede expresarse como:
rt = r + (t   ) :  > 1
Estas dos expresiones anteriores dan lugar a la curva de demanda agre-
gada en términos de producción-inación.
En tercer lugar, la curva de oferta agregada o relación directa entre in-
ación y producción viene dada por:
t   et = (yt   y)  zt :  > 0
Finalmente, la formación de expectativas adaptativas para la tasa de
inación es:
et   et 1 = (t 1   et 1) : 0 <  < 1
en la que, sin pérdida de generalidad asumiremos  = 1 supuesto que no
modica los resultados a largo plazo y simplica en gran medida los cálculos.
En términos de desviaciones respecto el equilibrio a largo plazo, el sistema
en inación y producción viene dado por:
y^t = t   b^t ((6.7))
^t   ^t 1 = y^t   zt ((6.8))
Del sistema (6.7) y (6.8) de desviaciones en ouput-gap e inación deducimos
la ecuación dinámica para el primero:
y^t =  y^t 1 +  (1  L)t + 1   

zt ((6.9))
donde
 =
1
1 + b
1 :
1   

= b
Supongamos que los shocks de demanda y oferta siguen los siguientes proce-
sos:
t = t 1 + et
547
zt = zt 1 + "t : 0 <  < 1
donde et y "t son variables aleatorias incorreladas e idénticamente distribuidas
de media cero y varianza nita.
En principio, la perturbación de demanda que sigue un paseo aleatorio
tiene, por construcción, más persistencia que el shock de oferta que sigue un
proceso AR(1) estacionario. Sin embargo, la introducción de dichos procesos
en la ecuación (6.9) para la producción genera los siguientes resultados.
El shock de demanda tiene poca persistencia, sólo afecta a la producción
en el mismo periodo en el que se produce pero a partir de ahí sus efectos son
nulos y la producción retorna a su tendencia a largo plazo.
y^t =  y^t 1 +  et
@y^t+k
@et
=  k+1 : k = 0; 1; 2:::
Pero a largo plazo
l{m
k!1
@y^t+k
@et
! 0
el efecto de la perturbación de demanda desaparece.
Sin embargo, si calculamos los multiplicadores dinámicos para la pertur-
bación de oferta, obtendremos los siguientes resultados.
y^t =  y^t 1 +
1   

"t
1  L
(1  L)(1   L)y^t = 1   

"t
Ecuación dinámica lineal de segundo orden cuyas raíces son:
1 =  : 2 = 
y por tanto que puede expresarse como:
y^t =
1   


  
   
1
1  L +
 
   
1
1   L

"t
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@y^t+k
@"t
=
1   


  
   
k +
 
    
k

expresión que también tiende a cero conforme aumenta k:Esto es, el efecto
de la perturbación de oferta depende de la persistencia del shock. Su efecto
en el PIB también desaparece siempre que el parámetro de persistencia esté
comprendido entre 0 y 1. Sin embargo, si el shock de oferta es permanente
y  = 1, entonces la expresión anterior queda como
@y^t+k
@"t
=
1   


  1
   11
k +
 
    
k

) l{m
k!1
@y^t+k
@"t
=
1

6.2.2. Modelo keynesiano con expectativas racionales.
Consideremos en segundo lugar un modelo keynesiano pero con expectati-
vas racionales, similar al que propone Galí (1992). Básicamente es un modelo
de oferta y demanda agregada, donde la primera viene da por la curva de
Phillips y la segunda se determina a partir del equilibrio IS-LM.
wt = Et 1pt   (ut   u) :  > 0 : 0 <  < 1
donde wt es el logaritmo del salario nominal, pt es el logaritmo del nivel de
precios y ut es la tasa de desempleo.
Las empresas jan los precios con un margen sobre el coste variable medio,
estando éste formado principalmente por la masa salarial.
P = (1 +m)CVMe = (1 +m)
WN
Y
La función de producción, manteniendo constante el stock de capital es:
Y = ZN ) Y
N
= Z
P = (1 +m)
W
Z
) p = m+ w   z
p = w  z
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dado un margen constante sobre los costes medios.
La relación entre desempleo y output viene dada por la denominada ley
de Okun.
ut   u =  (yt   y)
Con lo que nalmente la curva de oferta agregada es:
pt = Et 1pt + (yt   y) zt
pt = (1  )pt 1 + Et 1pt + (yt   y) zt ((6.10))
La demanda agregada viene dada por el equilibrio simultáneo en los mercados
de bienes y de dinero. Las ecuaciones de equilibrio en el mercado de dinero
y en el mercado de bienes son:
mt   pt = yt   hit
yt =  1
b
rt
La relación entre tipo de interés nominal y real viene dada por la identidad
de Fisher:
it = rt + Etpt+1
Con lo que la demanda agregada
mt   pt = yt   brt    ( byt   Etpt+1)
yt(1 + hb) = mt   pt + Etpt+1
pt =  1 + hb
1 + h
yt +
h
1 + h
Etpt+1 +
1
1 + h
mt ((6.11))
Determinación del equilibrio.
Despejando el nivel de precios en (6.11), aplicando el operador forward y
sustituyendo en la ecuación de oferta agregada, (6.10).
pt

1  h
1 + h
F

=
1
1 + h
mt   1 + hb
1 + h
yt
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donde
Fpt = Etpt+1
pt =

1  h
1 + h
F
 1
1
1 + h
mt   1 + hb
1 + h
yt

((6.12))
Introduciendo (6.12) en la oferta agregada.
1
1 + h

1  h
1 + h
F
 1
(mt   (1 + hb) yt) =
(1  ) 1
1 + h

1  h
1 + h
F
 1
(mt 1   (1 + hb) yt 1)+
+
1
1 + h

1  h
1 + h
F
 1
(Et 1mt   (1 + hb)Et 1yt) + (yt   y) zt
mt   (1 + hb) yt = (1  ) (mt 1   (1 + hb) yt 1)+
 (Et 1mt   (1 + hb)Et 1yt) + (1 + h)

1  h
1 + h
F

((yt   y) zt)
Reordenando
[(1 + h) + (1 + hb)] yt = (1 ) (1 + hb) yt 1+ (1 + hb)Et 1yt+hEtyt+1+xt
siendo xt:
xt = mt   (1  )mt 1   Et 1mt + y + (1 + h)zt   hEtzt+1
xt = mt + (mt 1   Et 1mt) + zt + h (zt   Etzt+1) + y
O nalmente
yt = a1yt 1 + a2Et 1yt + a0Etyt+1 + xt ((6.13))
xt =
mt + (mt 1   Et 1mt) + zt + h (zt   Etzt+1) + y
[(1 + h) + (1 + hb)]
donde
a0 =
h
[(1 + h) + (1 + hb)]
> 1 : a1 =
(1  ) (1 + hb)
[(1 + h) + (1 + hb)]
> 1
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a2 =
 (1 + hb)
[(1 + h) + (1 + hb)]
> 1
Solución.
La ecuación dinámica lineal de segundo orden con expectativas para la
producción puede resolverse a través del método de coecientes indetermina-
dos. La solución debe tener la siguiente forma analítica
yt = yt 1 +
1X
i=0
ciEtxt+i +
1X
i=0
diEt 1xt+i 1
donde ; ci y di son coecientes indeterminados y cuya expresión concreta
vendrá dada en función de los parámetros del modelo.
A partir de la conjetura de solución
Et 1yt = yt 1 +
1X
i=0
ciEt 1xt+i +
1X
i=0
diEt 1xt+i 1
Etyt+1 = yt +
1X
i=0
ciEtxt+i+1 +
1X
i=0
diEtxt+i
Sustituyendo estas expresiones en la ecuación (6.13) a resolver:
yt 1 +
1X
i=0
ciEtxt+i +
1X
i=0
diEt 1xt+i 1 =
= a1yt 1 + a2
"
yt 1 +
1X
i=0
ciEt 1xt+i +
1X
i=0
diEt 1xt+i 1
#
+a0
"

 
yt 1 +
1X
i=0
ciEtxt+i +
1X
i=0
diEt 1xt+i 1
!
+
1X
i=0
ciEtxt+i+1 +
1X
i=0
diEtxt+i
#
+xt
Idencando coecientes:
[yt 1] :  = a1 + a2+ a0
2 ) a02 + (a2   1)+ a1 = 0 ((6.14))
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[xt] : c0 = a0c0 + a0d0 + 1
[Et 1xt 1 = xt 1] : d0 = a2d0 + a0d0 ) d0(1  a2   a0) = 0) d0 = 0
[Etxt+1] : c1 = a0c1 + a0c0 + a0d1
[Et 1xt] : d1 = a2c0 + a2d1 + a0d1
Y en general
[Etxt+i] : ci = a0ci + a0c0 + a0di
A partir de la ecuación de segundo grado (6.14) obtenemos:
1 + 2 =
1  a2
a0
: 12 =
a1
a0
y en el polinomio P () = a0
2 + (a2   1)+ a1 se verica:
P (0) = a1 > 0 : P (1) = a0 + a2   1 + a1 < 0 : P (1) > 0
Por tanto, las dos raíces verican
1 < 1 y 2 > 1
siendo la solución estable la raíz inferior a la unidad.
Reorganizando las anteriores identidades obtenemos:
c0 = (1  a01) 1 : c1 = a0(c0 + d1)
1  a01
d0 = 0 : d1 =
a2(c0 + d1)
1  a01
Dividiendo c1 entre d1 y teniendo en cuenta que a02 = 1  a2   a01.
c1
d1
=
a0
a2
) d1 =

a2
a0

c1
c1 = (1  a01) 1 (a0c0 + a2c1)) c1 (1  a01   a2) = a0c0 ) a02c1 = a0c0
c1 = 
 1
2 c0
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Estos resultados nos permiten calcular todos los coecientes a partir de:
di =

a2
a0

ci : ci = 
 1
2 ci 1 (i = 1; 2::::)
Recursivamente y conocido c0 tendremos:
ci = 
 i
2 c0 : di =

a2
a0

 i2 c0 (i = 1; 2::::)
Por tanto, la solución de nuestra ecuación dinámica es:
yt = 1yt 1 + (1  a01) 1
( 1X
i=0
 i2 Etxt+i +

a2
a0
 1X
i=1
 i2 Et 1xt+i 1
)
El efecto de los shocks de demanda.
Consideremos en primer lugar el shock de demanda y asumamos que la
oferta monetaria sigue el proceso
mt = mt 1 + et
donde la variable exógena viene dada por:
xt =
mt + (mt 1   Et 1mt) + zt + h (zt   Etzt+1) + y
[(1 + h) + (1 + hb)]
La expresión para ésta queda:
xt = et ) Etet+i = 0 : Et 1et+i = 0 i = 1; 2; ::
yt = 1yt 1 + (1  a01) 1
( 1X
i=0
 i2 Etxt+i +

a2
a0
 1X
i=1
 i2 Et 1xt+i 1
)
yt = 1yt 1+(1 a01) 1"t+ (1  a01)
 1
[(1 + h) + (1 + hb)]

1
1   12
+

a2
a0

 12
1   12

y
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La solución a largo plazo viene dada por:
yt = y
ya que
1
1  1
(1  a01) 1
[(1 + h) + (1 + hb)]

1
1   12
+

a2
a0

 12
1   12

= 1
Calculando los multiplicadores podemos ver el efecto dinámico de la pertur-
bación de demanda en la producción.
@yt+k
@et
= k1(1  a01) 1
que tiende a cero conforme k !1:
En suma, el efecto de un shock de demanda permanente tiene un efecto
temporal en la producción y ésta retorna a su equilibrio a largo plazo.
Efecto del shock de oferta.
El efecto de un shock tecnológico tiene implicaciones muy distintas.
En nuestro modelo, el shock de oferta viene dado por una variación en
la productividad media del factor trabajo. Asumamos que sigue el siguiente
proceso.
zt = zt 1 + "t ) Etzt+i = zt : Et 1zt+i = zt 1
xt = zt
La variable exóenga queda como:
Etxt+i = Etzt+i = zt : Et 1xt+i = zt 1
yt = 1yt 1 + (1  a01) 1
( 1X
i=0
 i2 Etxt+i +

a2
a0
 1X
i=1
 i2 Et 1xt+i 1
)
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yt = 1yt 1 + (1  a01) 1
( 1X
i=0
 i2 zt +

a2
a0
 1X
i=1
 i2 zt 1
)
yt = 1yt 1 + (1  a01) 1 2
2   1zt
Los multiplicadores dinámicos para la producción son:
@yt
@"t
= (1  a01) 1 2
2   1
@yt+1
@"t
= 1(1  a01) 1 2
2   1 + (1  a01)
 1 2
2   1
l{m
k!1
@yt+k
@"t
= (1  a01) 1 2
2   1
1X
i=0
k1 = (1  a01) 1
2
(2   1) (1  1)
Por tanto, el modelo predice que las perturbaciones de demanda tienen un
efecto transitorio en el PIB mientras que la perturbación permanente de
oferta eleva el PIB de forma permanente.
6.2.3. Un modelo sencillo de oferta y demanda agregada con
información imperfecta sobre el carácter de las perturbaciones.
Blanchard y Fisher (1989, pag 525) plantean un modelo sencillo pero muy
útil para estudiar los efectos de los shocks de oferta. Las dos características
más relevantes del mismo son:
a) que las perturbaciones de oferta son la suma de dos componentes: uno
transitorio y otro permanente siendo imposible para los agentes discernir cuál
de los dos es el relevante.
b) es posible comparar los efectos del shock de oferta tanto en presencia
como en ausencia de rigideces nominales en el mercado de trabajo.
La demanda agregada viene dada a partir de la Teoría Cuantitativa donde
la velocidad de circulación es constante y en logaritmos es:
ydt = mt   pt
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La oferta agregada se deriva a partir de la función de producción y del
equilibrio en el mercado de trabajo.
La función de producción, sin capital, viene dada por:
Yt = (ZtNt)
1 a ) yst = (1  a)(zt + ndt )
La demanda de trabajo, se obtiene a partir del comportamiento optimizador
de las empresas que operan en competencia perfecta:
W
P
=
@Y
@N
(N)) W
P
= Z1 at (1 a)N at ) wt pt = (1 a)zt andt+ln(1 a)
ndt =
1
a
[(1  a)zt   (wt   pt)]
La oferta de trabajo se deriva del comportamiento optimizador de los agentes
económicos, que maximizan una función de utilidad sujeta a la restricción
presupuestaria:
nst = (wt   pt)
donde  depende de los parámetros de la función de utilidad y nos mide la
elasticidad de la oferta de trabajo respecto el salario real.
La ecuación que especica la naturaleza de la rigidez nominal es la sigu-
iente:
w j Et 1ndt = Et 1nst
donde el salario nominal es tal que iguala la demanda esperada de trabajo
a la oferta esperada de trabajo. Dado el salario nominal, el nivel de empleo
viene determinado por la demanda de trabajo.
Por contra, la no existencia de rigidez nominal permite que el equilibrio
en el mercado de trabajo sea
ndt = n
s
t = n
Solución.
Comencemos por el caso más sencillo de ausencia de rigidez nominal. A
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partir del equilibrio en el mercado de trabajo obtenemos el salario real y el
nivel de empleo de equilibrio.
(wt   pt) = 1
a
[(1  a)zt   (wt   pt)]
wt   pt = 1  a
1 + a
zt : n = 
1  a
1 + a
zt
yst =
(1  a) (1 + )
1 + a
zt
lo que da lugar al conocido resultado clásico en el que la oferta agregada es
vertical en el plano (y; p) y sólo se ve afectada por la perturbación de oferta.
Si el shock fuese permanente conduciría a una variación permanente del
PIB y una variación en el nivel de precios de signo contrario al shock de
oferta, mientras que si fuese transitoria el PIB sólo cambiaría en un solo
periodo dada la naturaleza estática del modelo.
En el caso de rigidez nominal, el salario nominal viene dado por la igual-
dad entre la oferta y la demanda esperada de trabajo.
wt = Et 1pt +
1  a
1 + a
Et 1zt
El salario nominal es igual al nivel de precios esperado más una función del
shock tecnológico esperado.
Si la función de oferta de trabajo fuese perfectamente elástica, entonces
 !1) 1  a
1 + a
= 0
un shock positivo conduciría sólo a un aumento en el nivel de empleo, man-
teniendo constante el salario nominal y real.
La oferta agregada en términos del salario real es
yst = (1  a)(zt + ndt ) = (1  a)(zt +
1
a
[(1  a)zt   (wt   pt)])
Sustituyendo la expresión para el salario nominal, obtenemos la función de
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oferta agregada.
yst =
1  a
a
(pt   Et 1pt) + 1  a
a

zt   1  a
1 + a
Et 1zt

El equilibrio oferta y demanda para la producción viene dado por:
yst = y
d
t
yt =
1  a
a
(mt   yt   Et 1mt + Et 1yt) + 1  a
a

zt   1  a
1 + a
Et 1zt

y su valor esperado es:
Et 1yt =
1  a
a

Et 1zt   1  a
1 + a
Et 1zt

=
(1  a)(1 + )
1 + a
Et 1zt
Finalmente, sustituyendo la expresión anterior en el nivel de producción de
equilibrio, expresamos éste en función de las perturbaciones de oferta y de
demanda
yt = (1  a)(mt   Et 1mt) + (1  a)(zt   Et 1zt) + (1  a)(1 + )
1 + a
Et 1zt
Consideremos la siguiente estructura de serie temporal para la pertur-
bación de oferta.
zt = ut + et
ut = ut 1 + "t : "t  iid(0; 2e)
et  iid(0; 2e)
Esto es, la perturbación de oferta tiene un componente transitorio, et y
un componente permanente, ut; dando lugar a que los individuos observen
zt pero no sepan si dicho shock es de carácter permanente o transitorio.
Consideremos en primer lugar el efecto sobre la producción de un shock
transitorio de tal manera que:
ut+j = 0 8j 6= 0 : ut = et
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Como demostramos en el apéndice 6.1 la predicción para el proceso del
shock es la siguiente:
Et 1zt =
1X
j=1
(1  )j 1zt j
de tal forma que
Et 1zt = 0 : Etzt+1 = (1  )et : Et+1zt+2 = (1  )et
y en general
Et+k 1zt+k = (1  )k 1et : k = 1; 2:::
El comportamiento dinámico del PIB es:
yt = (1  a)zt
yt+1 = (1  a)(1  )(1  a)
1 + a
et
yt+2 = (1  a)2(1  ) 
1 + a
et
yt+k = (1  a)2(1  )k 1 
1 + a
et
Con lo cual, conforme nos alejamos del momento en el que se produce la
perturbación, el efecto transitorio se desvanece:
l{m
k!1
yt+k ! 0
En suma, una perturbación de oferta transitoria tiene un efecto transitorio
en la producción.
Por contra, una perturbación permanente provoca un cambio permanente
en la producción.
Et 1zt = 0 : Etzt+1 = (1  )et : Et+1zt+2 = (1  2)et
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y en general
Et+k 1zt+k = (1  k)et : k = 1; 2:::
La evolución en el tiempo de la producción viene dada por:
yt = (1  a)"t
yt+1 = (1  a)


(a  1)
1 + a
+
1 + 
1 + a

"t
yt+2 = (1  a)

2
(a  1)
1 + a
+
1 + 
1 + a

"t
yt+k = (1  a)

k
(a  1)
1 + a
+
1 + 
1 + a

"t
sin embargo conforme nos alejamos en el tiempo del momento en el que se
produce la perturbación el efecto de la misma no desaparece por completo
ya que
l{m
k!1
yt+k = (1  a) 1 + 
1 + a
esto es, una perturbación de oferta permanente tiene un efecto permanente
sobre la producción.
Si realizamos el mismo ejercicio para una perturbación de demanda per-
manente tendríamos que
mt = mt 1 + t
y la producción
yt = (1  a)t
yt+k = (1  a)t+k = 0 8k  1
Esto es, la perturbación permanente de demanda tiene un efecto transitorio
y en el modelo su efecto dura un solo periodo.
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6.3. Tendencias y paseos aleatorios.
Nelson y Plosser (1982).
Nelson y Plosser siguen la estrategia de Dickey y Fuller consistente en
integrar los procesos TS y DS en un modelo común. De esta forma, depen-
diendo del parámetro , el modelo TS puede escribirse como:
xt = + t+
"t
1  L
o también:
xt = (1  ) +  + (1  )t+ xt 1 + "t
De esta forma, si la hipótesis TS es correcta entonces jj < 1 mientras que
si la hipótesis DS es la correcta entonces  = 1 y la ecuación anterior se
reduciría a un paseo aleatorio con deriva.
Para una serie estacionaria se estimaría la siguiente regresión:
xt = a+ bxt 1 + t+ "t
y se realizaría el test siguiente:
H0 :  = 1 H1 :  6= 1
La simulación de Monte Carlo y la aplicación de los métodos estandard
de estimación les hacen concluir que para los casos a = 0 y a = 1 y en ambos
con b = 1 y  = 0; están fuertemente sesgados hacia aceptar la hipótesis TS
frente a la DS, es decir, se tiende a rechazar la hipótesis b = 1 cuando es
cierta en favor de b < 1 y tiende a rechazar la hipótesis  = 0 cuando es
cierta.
En segundo lugar, a partir de la estimación de las autocorrelaciones mues-
trales para PNB real y nominal, empleo, salarios nominales y reales tanto en
niveles como en primeras diferencias concluyen que son inconsistentes con un
modelo TS. Las razones son que las autocorrelaciones decaen muy lentamente
para las variables en niveles lo que es consistente con el comportamiento de
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un paseo aleatorio y para las autocorrelaciones en primeras diferencias, la
autocorrelación sólo es positiva para retardos de un periodo, lo que es carac-
terístico de procesos de medias móviles de primer orden, MA(1).
La evidencia contra la representación TS es reforzada por las autocor-
relaciones muestrales de las desviaciones respecto a una tendencia lineal es-
timada.
Si los test realizados sugieren que las series no contienen tendencias de-
terministas sino al contrario están presentes tendencias estocásticas carac-
terísticas de procesos DS es útil centrarse en el comportamiento del output.
Nelson y Plosser especican un modelo de componentes no observables
de tal forma que el output es descompuesto en un componente tendencial
o secular y un componente cíclico. Si asumimos que éste es estacionario
entonces cualquier no estacionariedad en el output debe ser atribuible al
componente tendencial.
yt = yt + ct
donde además
yt = (1  L) 1(L)ut y ct =  (L)"t
La separación de ambos componentes es un problema de extracción de señal
cuando la única información que tenemos son las series observadas o puede
enfocarse como un problema de regresión cuando los determinantes del pro-
ceso de crecimiento son conocidos y observables.
No obstante, el supuesto de que el componente cíclico es estacionario com-
binado con la observación de que las autocorrelaciones en primeras diferencias
del output son positivas en el retardo uno y cero en otro caso, son sucientes
para suponer que la variación en los cambios en el output está dominado por
cambios en el componente tendencial yt y no tanto en el componente cíclico
ct:
(1  L)yt = (L)ut + (1  L) (L)"t
La presencia de la autocorrelación sólo en (1   L)yt implica que (L) es de
primer orden y  (L) es de orden cero con lo que la expresión anterior puede
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escribirse como:
yt = (1  L)yt = ut + ut 1 + "t   "t 1
donde jj < 1 para asegurar la invertibilidad.
La autocovarianza del cambio en el output en el retardo uno es:
1 =
Cov(yt;yt 1)
(0)
=
2u   (1  )u"   2"
(1 + 2)2u + 2
2
"
((6.15))
Debido a que la autocorrelación (1) encontrada en los datos es positiva,
discutiremos el denominador, Cov(yt;yt 1) > 0, ya que (0) es siempre
positivo.
El único término desconocido en (6.15) es u":
Supongamos en primer lugar que u"  0; lo cual implica que  > 0; esto
es el componente tendencial debe estar positivamente correlacionado.
Además, dado que jj < 1, entonces:
2u > (
 1   1)u" + 2" > 2"
En segundo lugar si u" < 0, y sabiendo 2u
2
"  ju"j, dado que el coeciente
de correlación de Pearson es inferior a la unidad en valor absoluto, tenemos
que:
2u+(1  )u" 2"  2u  (1  )u" 2"  2u  (1  )u" 2" > 0
u(u   ") + "(u   ") = (u   ")(u + ") > 0
Si ambos miembros son positivos, entonces u > " y  >   "u : En caso
contrario, tendríamos la contradicción " >   1u > u:
En suma, la desviación típica de la innovación al componente de tendencia
es mayor que la desviación típica de la innovación en el componente cíclico.
Dadas las autocorrelaciones empíricas, podemos estimar la relación entre
las desviaciones típicas de las dos innovaciones y para determinados valores
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de  suponiendo que u" = 0:
2u
2"
=
 (1 + 21)
(1 + 2)1   
> 0 : 1 <

1 + 2
En la siguiente tabla, (Nelson y Plosser, pag 157) resumimos los posibles
valores para el ratio de desviaciones típicas de las innovaciones para distintos
valores de 1 y de :
Tabla 6.1
1
u
"
0:5 0:6 0:8
0:1 1:8 1:6 1:4
0:3 3:6 2:9 2:3
Dichos valores sugieren que la desviación estándar de las innovaciones en
el componente no estacionario puede ser varias veces mayor que la desviación
estandar de las innovaciones en el componente cíclico.
En suma, el análisis del modelo de componentes no observables para el
output ha conducido a que si éste es la suma de un componente no esta-
cionario del tipo DS y de un componente estacionario y si además observa-
mos autocorrelación no negativa en el retardo de primer orden de la primera
diferencia del output entonces la varianza de las innovaciones en el compo-
nente no estacionario debe ser al menos tan grande o mayor que la varianza
del componente transitorio o estacionario.
Este resultado tiene importantes implicaciones para la investigación teórica
de los ciclos económicos; inferir que las innovaciones en el componente per-
manente tienen una varianza mayor que las innovaciones en el componente
transitorio implica que las perturbaciones reales son probablemente un origen
más importante de las uctuaciones cíclicas del output que las perturbaciones
de naturaleza monetaria.
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6.4. Midiendo la persistencia.
Cochrane (1988) examina las propiedades a largo plazo del PNB norteam-
ericano y concluye que la serie revierte hacia la tendencia cuando se ha desvi-
ado de la misma debido a cualquier shock. Las propiedades a corto plazo del
PNB son consistentes con un modelo en el que los shocks son muy persis-
tentes y ésto podría conducir a realizar la inferencia equivocada de suponer
que esta persistencia a corto plazo se mantiene a largo plazo.
Como hemos señalado con anterioridad los dos modelos de serie tempo-
ral más comúnmente utilizados utilizados en la modelización del PNB son los
procesos TS y DS. En el primero, cualquier perturbación tiene un efecto tran-
sitorio sobre la serie y por tanto no tiene efecto sobre la predicción del nivel
de la serie en el futuro, mientras que en el segundo cualquier perturbación
afecta de forma permanente a la serie.
De forma algo diferente a lo expuesto anteriormente, el proceso TS sencillo
también puede modelizarse como:
xt   xt = (xt 1   xt 1) + "t : 0 <  < 1 ((6.16))
donde xt es la tendencia que asumiremos es lineal, xt =  + t: La ecuación
(6.16) tiene la siguiente interpretación: si la serie sigue un proceso TS la
desviación de la serie con respecto a la tendencia en t es una proporción de
la desviación ocurrida en el periodo anterior t  1:
Si además sustituimos la tendencia en la misma, la ecuación nos dice que
el modelo de serie temporal estimado sería en general un AR(1) en este caso,
o en general un ARMA(1; q):
xt = + t+ xt 1   (+ (t  1)) + "t
xt = (1  ) +  + (1  )t+ xt 1 + "t
Si denimos la desviación de la tendencia como
x^t = xt   xt
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la ecuación anterior queda como:
x^t = x^t 1 + "t
cuya solución viene dada por60:
x^t =
1X
i=0
i"t i
y la serie de multiplicadores dinámicos que nos permiten representar las fun-
ciones impulso respuesta ante una perturbación viene dada por:
@x^t+i
@"t
= i
cuyo límite tiende a cero conforme i tiende a innito. En suma, la desviación
con respecto a la tendencia se hace cero y por tanto la serie convergería a
dicha tendencia. A largo plazo, la predicción que haríamos sería
Etx^t+i = 0) Etxt+i = + (t+ i)
Por contra, si el parámetro  es igual a 1 tendríamos el proceso estocástico
del paseo aleatorio con deriva (random walk con drift) en el que cualquier
perturbación afecta a la serie de forma permanente, con lo que es la propia
tendencia la que cambia y no existe tal convergencia,es decir, los valores
futuros de la serie no revierten a ninguna tendencia.
xt   (+ t) = xt 1   (+ (t  1)) + "t
xt   xt 1 =  + "t
60Nótese que el componente cíclico se modeliza en general como ct =
P1
i=0 i"t i: En
esta modelización concreta la aparición del término autorregresivo da lugar a que los
valores concretos del proceso de media móvil del componente cíclico vengan dados por i.
esto es:
0 = 1 : 1 =  : 2 = 
2 : i = 
i
567
y ahora los multiplicadores dinámicos son:
@x^t+i
@"t
= 1
y la predicción a largo plazo que resultaría si éste fuese el proceso estocástico
que sigue el PNB vendría dada por:
Etxt+i = xt + i
con lo que si suponemos que el shock se produce en t, "t = 1, entonces xt
aumenta en 1 y la predicción aumenta en 1 para todo el futuro.
Por tanto, dada la distinción extrema en la predicción a largo plazo entre
los dos procesos podemos preguntarnos en primer lugar cuánto de la predic-
ción a largo plazo responde a un shock unitario, esto es, si un shock unitario
afecta a largo plazo en una unidad entonces el PNB seguiría un paseo aleato-
rio mientras que si es cero entonces estaríamos en presencia de un proceso
estacionario.
En segundo lugar podemos modelizar una serie como una combinación
de una serie estacionaria y un paseo aleatorio. El paseo aleatorio incluiría la
parte permanente del cambio en la serie y la parte estacionaria conllevaría la
parte temporal del cambio. Si la serie presenta tanto cambios permanentes
como transitorios podemos preguntarnos sobre la importancia relativa del
componente permanente en el comportamiento de la serie o dicho de otra
forma cuál es la importancia cuantitativa de la varianza de los shocks al
paseo aleatorio comparado con la varianza de las tasas de crecimiento del
PNB.
De esta forma, si la varianza de los shocks al componente de paseo aleato-
rio es cero, la serie seguiría un proceso TS mientras que si dicha varianza es
igual a la varianza de la primera diferencia de la serie, entonces la serie sería
un paseo aleatorio.
Por tanto, el tamañodel paseo aleatorio en el PNB podría ayudarnos
a discernir entre distintas teorías del ciclo económico. Si dicho tamañoes
pequeño entonces la serie estadísticamente viene explicada por una tendencia
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determinista más un componenente cíclico que uctúa alrededor de ella; si
por contra es grande las perturbaciones tienen una duración larga (innita
asintóticamente) y daría respaldo a los modelos de Ciclo Real, donde las
uctuaciones del PIB vienen explicadas por shocks tecnológicos.
La técnica que utiliza Cochrane para medir el tamaño del componente
de paseo aleatorio en el PNB es estimar la varianza de la diferencia de sus
logaritmos. La intuición que hay detrás de esta medida procede del siguiente
argumento.
Si xt sigue un paseo aleatorio, entonces la varianza de su diferencia k-
ésima crece linealmente con dicho retardo k, esto es:
xt   xt 1 =  + "t ) V ar(xt   xt 1) = 2
xt   xt 2 = 2 + "t + "t 1 ) V ar(xt   xt 2) = 22
y en general
xt   xt k = k +
k 1X
j=0
"t j ) V ar(xt   xt k) = k2
Al contrario, si el logaritmo del PNB es estacionario alrededor de una
tendencia, la varianza de su k-ésima diferencia tiende a una constante que es
el doble de la varianza incondicionada de la serie.
xt = + t+
1X
j=0
j"t j
xt k = + (t  k) +
1X
j=0
j"t j k
xt   xt k = k +
1X
j=0
j"t j  
1X
j=0
j"t j k
V ar(xt   xt k)!
1X
j=0
2j
2 +
1X
j=0
2j
2 = 22
1X
j=0
2j ! 2V ar(xt)
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dado que la varianza asintótica de la serie
V ar(xt)! 2
1X
j=0
2j
El análisis de Cochrane consiste en considerar 1
k
V ar(xt xt k) como una
medida o estimación del componente de paseo aleatorio en el PNB. De esta
forma estima 1
k
V ar(xt xt k) para el logaritmo del PIB per cápita americano
y para el periodo 1869-1986 y la representa en función de k:Si xt es un
paseo aleatorio, dicha medida oscilaría de forma estacionaría alrededor de 2
mientras que si xt sigue un proceso de tendencia estacionaria, la varianza
declinaría hacia cero.
Si las uctuaciones son parcialmente permanentes y parcialmente tem-
porales, podemos modelizar la serie de PNB como una combinación de un
paseo aleatorio y una parte estacionaria.
Los resultados que obtiene Cochrane es que conforme aumenta k, 1
k
V ar(xt 
xt k) va disminuyendo de forma monótona de tal forma que que la varianza
de la innovación del componente del paseo aleatorio es 1=3 de la varianza
de los cambios año a año, por tanto las tasas de crecimiento presentan un
componente transitorio importante.
Una forma alternativa y complementaria de la anterior puede plantearse
de la siguiente manera. Si asumimos que el logaritmo del PNB sigue un
proceso lineal estacionario en primeras diferencias, (integrada de orden 1
o que presenta una raíz unitaria) y las tasas de crecimiento son por tanto
estacionarias, entonces puede representarse de la siguiente forma.
xt = (1  L)xt =  + (L)"t =  +
1X
j=0
j"t j ((6.17))
Cualquier proceso estacionario en primeras diferencias puede ser represen-
tado como la suma de un proceso estacionario más un paseo aleatorio. Una
descomposición entre un componente transitorio y otro permanente de am-
plia utilización en Macroeconomía es la propuesta por Beveridge y Nelson
(1981). De esta forma, descomponiendo una serie en sus componentes cíclico
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y tendencial es posible relacionar la varianza del componente permanente en
función de la varianza de la perturbación, "t:Cochrane demuestra que no sólo
esta descomposición permite derivar el siguiente resultado: la varianza de la
innovación al componente permanente de la serie viene dada por:
2z =
 1X
j=0
j
!2
2"
Por otra parte, la varianza de la serie en primeras diferencias viene dada por:
2x =
 1X
j=0
2j
!
2"
Si denimos el ratio de varianzas:
r =
2z
2x
=
 1X
j=0
j
!2 1X
j=0
2j
! 1
entonces fxtg es TS si (1) = 0 y por tanto r = 0. Por contra, si fxtg es DS,
entonces r = 1:
La expresión de la varianza de la k-ésima para el proceso (6.17) viene
dada por:
vk =
1
k
V ar(xt   xt k) =
 
1 + 2
k 1X
j=1
k 1(k   j)j
!
2x
donde j es el coeciente de autocorrelación de fxtg para el retardo j.
j =
Cov(xtxt k)
2x
l{m
k!1
vk =
 
1 + 2
1X
j=1
j
!
2x
Cochrane estima vk utilizando la autocorrelación muestral a partir de la
estimación de modelos ARMA para comprobar la robustez de la estimación
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de vk en muestras pequeñas. Dentro de los modelos ARMA estimados los
únicos que son consistentes con vk decreciente son un proceso AR(2) y un
AR(15). El ratio de varianzas para el primero es 0 mientras que para el
segundo es 0.18, con lo que si existe un componente de paseo aleatorio en el
PNB es numéricamente pequeño.
En suma, el proceso AR(2) o cualquier proceso ARMA estacionario en
diferencias con un componente cuantitativamente pequeño para el paseo
aleatorio es una buena caracterización del comportamiento del PNB ameri-
cano.
Por otra parte, Campbell y Mankiw (1987, 1989) modelizan el logaritmo
del PNB americano como un proceso estacionario ARMA.
(L) lnYt = (L)"t
con representación de media móvil.
 lnYt = (L)"t :
1X
i=0
i <1
La representación del nivel de la serie viene dada por:
lnYt = (1  L) 1(L)"t
lnYt = B(L)"t : Bi =
iX
j=0
j
y por tanto, el objetivo es estimar el valor de Bi ya que nos mide la respuesta
de lnYt+i a una innovación en t y B(1) =
Pp
i=0Bi nos da el multiplicador a
largo plazo.
Campbell y Mankiw estiman 15 procesos ARMA para la tasa de crec-
imiento del PIB americano y calculan los impulsos respuestas dados por los
Bi encontrando que un 1 % de cambio en la innovación incrementa la predic-
ción del PNB en un 1 % para cualquier horizonte temporal, lo que es sinónimo
de evidencia de persistencia en la serie de producción.
En un segundo artículo conrman sus resultados para el siguiente con-
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junto de países conrmando los resultados anteriores excepto para Reino
Unido.
Tabla 6.2
País ARMA(p; q) B(1)
Canadá (1; 0) 1:15
Francia (1; 2) 1:65
Alemania (2; 2) 1:00
Italia (1; 0) 1:14
Japón (1; 2) 3:67
Reino Unido (0; 1) 0:82
Estados Unidos (2; 2) 1:00
La evidencia del análisis univariante sobre la producción no es concluyente
acerca de la la importancia de las perturbaciones permanentes.
6.5. Shocks tecnológicos y modelos VAR.
El análisis univariante de series temporales ha dado paso a la metodología
de Vectores Autorregresivos (VAR), la cual se ha convertido en una her-
ramienta básica utilizada con frecuencia para estimar el efecto de distintos
tipos de perturbaciones y de esta forma comprobar qué shocks permiten ex-
plicar un porcentaje mayor de la variación de las variables implicadas en la
modelización del VAR. A partir de las funciones de impulso-respuesta es-
timadas se intenta responder a la cuestión de qué perturbaciones explican
mejor el comportamiento dinámico de las variables endógenas e incluso este
hecho se ha utilizado para discriminar entre distintos modelos macroeconómi-
cos.
Dos aportaciones pioneras que aplican esta metodología son Blanchard
y Quah, (1989) y Cochrane (1994). En ambos casos, las perturbaciones de
demanda son importantes para explicar el comportamiento de la producción
a corto plazo aunque es dicil cuanticar con precisión su contribución.
El trabajo empírico de Galí (1999) obtiene un resultado totalmente dis-
tinto al que predice el modelo de Ciclo Real al estimar el efecto de los shocks
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tecnológicos sobre las horas trabajadas: los shocks tecnológicos predicen un
descenso en las horas trabajadas.
Mientras que el modelo de Ciclo Real predice una correlación positiva
entre horas-salarios y horas-producción, debido a que la perturbación tec-
nológica desplaza la función de producción hacia arriba y la demanda de
trabajo hacia la derecha, por contra, en el modelo New-Keynesian con pre-
cios rígidos, el efecto de un shock tecnológico es aumentar la producción
y simultáneamente reducir el número de horas trabajadas, debido a que la
reducción de los costes marginales que provoca el shock tecnológico afecta
a todas las empresas pero sólo un porcentaje de ellas reducirá sus precios;
la demanda agregada crecerá menos que proporcionalmente al aumento en
la productividad y la demanda de trabajo descenderá, dando lugar a un
comportamiento contracíclico entre horas trabajadas y productividad. Bajo
estas circunstancias los salarios reales crecerán si existe un efecto riqueza lo
sucientemente fuerte que afecte a la oferta de trabajo de tal forma que su
desplazamiento domine al efecto sobre la demanda de trabajo.
Por otra parte, Galí demuestra que los shocks de naturaleza monetaria,
sí predicen una correlación positiva entre horas y productividad.
Shapiro y Watson (1988) muestran que para EEUU los shocks tecnológi-
cos explican alrededor de un 25 % de las uctuaciones de la producción,
mientras que los shocks de demanda y a la oferta de trabajo comparten por
igual el restante 75 %. Sus estimaciones predicen una respuesta negativa en
las horas trabajadas ante una perturbación tecnológica.
Otros trabajos que conrman el resultado de Galí son los de Shea (1998),
Basu, Fernald y Kimball (1999), Pesavento y Rossi (2003), Francis and
Ramey (2004), Francis, Owyang and Theodorou (2003).
Este tipo de evidencia sugiere que el modelo de Ciclo Real con precios
exibles debería ser abandonado en favor de los modelos con precios rígidos
y competencia monopolística.
Sin embargo, la utilización de vectores autorregresivos no es unánime al
respecto.
Christiano, Eichenbaum y Vigfusson (2003) responden al trabajo de Galí
al considerar que sus resultados son sensibles o no son robustos a cambios en
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los supuestos sobre el número y las propiedades de las variables incluidas en
la especicación; más concretamente, si las horas trabajadas no se incluyen
en primeras diferencias sino en niveles, el impacto sobre las mismas de una
perturbación tecnológica no provoca una contracción en las mismas, sino
todo lo contrario.
Los trabajos de Gospodinov, Maynard y Pesavento (2009), Dedola y Neri
(2004), Peersman y Straub (2004) o Uhlig (2004) estiman una respuesta
positiva en las horas trabajadas ante un shock tecnológico positivo; por tanto
no se rechaza el punto de vista de que los shocks tecnológicos tengan un papel
sustancial en la explicación de las uctuaciones cíclicas.
Galí y Rabanal (2004) demuestran que que el grado de acomodación de
la política monetaria a las perturbaciones tecnológicas es débil y concluyen
que tanto las rigideces de precios y de salarios son cruciales para comprender
el efecto de los shocks tecnológicos sobre las horas trabajadas y los salarios.
Francis y Ramey (2005) plantean que si las innovaciones a la tecnología
son la única fuente de cambios en la productividad del trabajo, un modelo de
Ciclo Real con hábitos en el consumo y costes de ajuste en la inversión predice
que las horas trabajadas caen después de un shock tecnológico positivo y
que tal caída es tan persistente como la persistencia de la perturbación lo
que implica una correlación negativa entre producción y trabajo y por tanto
un modelo con exibilidad de precios también puede generar una respuesta
negativa a corto plazo de las horas trabajadas ante un shock tecnológico
positivo.
Sobre el papel que juegan las perturbaciones monetarias las respuestas
son de diversa índole. Leeper y Zha (1996), Galí (1992) y Uhlig (2005)
documentan un papel débil, mientras que Faust (1998) y Canova y Nicoló
(2002) ofrecen la evidencia opuesta.
Ireland (2003), en el marco de un modelo New-Keynesian introduce tres
tipos de perturbaciones adicionales al shock tecnológico, un shock a las pref-
erencias de las economías domésticas, un segundo que afecta al margen de-
seado por las empresas y una regla de política monetaria, subrayando que
las perturbaciones de carácter monetario explican la inestabilidad de la pro-
ducción americana antes de 1980 mientras que por contra las perturbaciones
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de carácter tecnológico tienen un papel modesto, sólo explican menos de la
mitad de la variabilidad observada en el crecimiento de la producción.
Kim (1999) reconoce que los shocks de política monetaria tiene efectos
signicativos en la producción a corto plazo, sin embargo su contribución
relativa a las uctuaciones del output es pequeña. Los resultados no implican
necesariamente que la política monetaria no importe, aunque los shocks de
política monetaria no son candidatos para explicar las uctuaciones en la
producción.
La razón fundamental de estos resultados contradictorios hay que encon-
trarlos en los supuestos de identicación del VAR estimado. Por otra parte,
Christiano, Eichenbaum y Evans (2005) y Smets y Wouters (2007) subrayan
que para mostrar evidencia de la importancia de las perturbaciones mone-
tarias es condición indispensable la presencia de rigideces nominales.
Fisher (2006) distingue entre progreso tecnológico neutral y shocks es-
pecícos a la inversión, y encuentra estadísticamente signicativo el descenso
en las horas trabajas en respuesta a una innovación positiva en ambos tipos
de shocks.
Erceg, Guerrieri y Gust (2004) cuestionan la capacidad de los modelos
VAR par medir consistentemente los efectos de una perturbación tecnológica
utilizando restricciones a largo plazo. En concreto, muestran como el VAR
no puede estimar con precisión el efecto de los shocks tecnológicos sobre las
horas trabajadas.
En este sentido Chari, Kehoe y McGrattan (2004) presentan un resultado
similar al estimar un DSVAR con las series articialmente generadas por un
modelo de Ciclo Real. Mientras que el modelo predice una respuesta positiva
de las horas trabajadas al shock tecnológico, la estimación DSVAR conduce
a una respuesta negativa de las horas trabajadas.
Estas aportaciones, a las que podemos sumar la de Cooley y Dwyer (1998)
alertan sobre la utilización del VAR como un instrumento independiente en
orden a identicar el efecto de los shocks tecnológicos.
Más recientemente, Basu, Fernald y Kimball (2006) y Liu y Phaneuf
(2011) subrayan que aunque los estudios empíricos dieren tanto en métodos
de estimación, periodos muestrales o estrategias de identicación del VAR, el
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consenso que emerge en su conjunto sugiere que el efecto de una perturbación
tecnológica es una reducción persistente en las horas trabajadas mientras
que los salarios reales aumentan modestamente en el momento del impacto
y continúan aumentando hasta alcanzar un nuevo nivel más alto de estado
estacionario.
Aportaciones más recientes señalan que los shocks tecnológicos son impor-
tantes para explicar los ciclos económicos. Smets y Wouters (2007) estiman
que las perturbaciones tecnológicas explican más del 30 % del error de la
varianza del error de predicción para la producción. Ireland (2011) sugiere
que contribuyen en un 60 % a las uctuaciones del output. Galí, Smets y
Wouters (2011) establecen que los shocks de productividad contribuyen entre
el 46 y el 59 % de la descomposición de varianza del output y entre el 32 y
el 40 % de la descomposición de la varianza de los salarios reales.
En este sentido, Woodford (2009, pag 272) se hace eco de estos resultados,
al avanzar:
it is now widely accepted that real disturbances are an important
source of economic uctuations. The hypothesis that business
uctuations can be largely attributed to exogenous random vari-
ations in monetary policy has few if any remaining adherents.
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6.6. Horas trabajadas y shocks tecnológicos.
Seguidamente presentamos tres modelizaciones que tratan la cuestión de
la respuesta de las horas de trabajo ante una perturbación tecnológica.
6.6.1. Un modelo con precios rígidos (Galí, 1999).
Una de los principales puntos débiles del modelo de Ciclo Real estriba en
que predice una alta correlación entre las horas trabajadas y la productividad
del trabajo. El origen de dicha correlación se encuentra en el mecanismo que
subyace a la generación de ciclos en este modelo, esto es, reeja el cambio
en la demanda de trabajo debido a las perturbaciones tecnológicas, junto a
una curva de oferta de trabajo con pendiente positiva. Como sabemos esta
predicción contrasta con la correlación entre salarios y horas trabajadas que
encontramos en los datos, lo que ha conducido a que se busquen otro tipo de
perturbaciones que actúen de tal forma que desplacen la curva de oferta de
trabajo hacia la derecha y pueda mejorar la predicción del modelo.
Otra alternativa es modicar el modelo e introducir otros elementos que
puedan explicar este hecho. Galí (1999) propone un modelo con competen-
cia monopolística y precios rígidos con esfuerzo laboral variable que puede
explicar la correlación anteriormente citada en el que introduce dos tipos de
perturbaciones, un shock monetario y otro tecnológico.
Las economías domésticas maximizan:
E0
1X
t=0
t

lnCt + a ln
Mt
Pt
 G(Nt; et)

donde G(Nt; et) mide la desutilidad del trabajo y depende las horas traba-
jadas y del nivel de esfuerzo.
La restricción presupuestaria a la que se enfrentan es:Z 1
0
PitCit +Mt = WtNt + peet +Mt 1
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donde Ct es un índice de consumo denido por:
Ct =
Z 1
0
(Cit)
 1
 di
 
 1
donde Cit es la cantidad de bien i 2 [0; 1] y  es la elasticidad de sustitución
entre bienes.
El nivel agregado de precios viene dado por:
Pt =
Z 1
0
(Pit)
1  di
 1
1 
La función de G(Nt; et) es separable en horas trabajadas y esfuerzo.
G(Nt; et) =
1
1 + 
N1+t +
1
1 + '
e1+'t
Planteando el lagrangiano, obtenemos las condiciones de primer orden:
L(Ct; Cit; Nt; et) = E0
1X
t=0
t

lnCt + a ln
Mt
Pt
 G(Nt; et)

+
tt

 
Z 1
0
PitCit  Mt +WtNt + Vtet +Mt 1

@L
@Ct
=
1
Ct
  tPt = 0
@L
@Cit
=
1
Ct
@Ct
@Cit
  tPit = 0
1
Ct
Z 1
0
(Cit)
 1
 di
 
 1 1
C
  1

it =
Pit
PtCt
) Cit =

Pit
Pt
 
Ct
@L
@Mt
= a
Pt
Mt
  t + t+1 = 0
@L
@Nt
=  N t + tWt = 0
@L
@Nt
=  e't + tVt = 0
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Eliminando el multiplicdor del Lagrange:
Cit =

Pit
Pt
 
Ct ((6.18))
a
Pt
Mt
+ Et

1
Ct+1
Pt
Pt+1

=
1
Ct
((6.19))
N t Ct =
Wt
Pt
((6.20))
e't Ct =
Vt
Pt
((6.21))
Cada una de las j empresas en la economía producen bienes con la sigu-
iente tecnología:
Yjt = ZtL

jt
donde Ljt es la cantidad de trabajo efectivo utilizado por la empresa, que
es función de las horas trabajadas y del esfuerzo a través de una función
multiplicativa y con rendimientos constantes.
Ljt = N

jte
1 
jt
y Zt es la perturbación tecnológica que sigue el proceso
Zt = Zt 1 exp("t)
La condición de minimización de costes implica que las empresas resuelven
el siguiente problema:
Min WtNt + Vtet
sujeto a la condición de alcanzar un determinado nivel de eciencia.
Ljt = N

jte
1 
jt
La resolución del problema nos da el siguiente resultado.
ejt
Njt
=
1  

Wt
Vt
((6.22))
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Por tanto, el coste total para cada empresa puede expresarse como:
CTj =
1

WtNjt
La demanda de cada uno de los bienes producidos por cada empresa viene
dada por:
Yjt =

Pjt
Pt
 
Ct
Asumimos que al nal del periodo t 1, antes de observar las realizaciones
de las variables exógenas, oferta monetaria y perturbación tecnológica, las
empresas jan el precio al que desean vender, sujetas a la restricción de la
curva de demanda.
Max Et 1
"
1
Ct
 
Pjt

Pjt
Pt
 
Ct   WtNjt

!#
La condición de primer orden viene dada por:
Et 1

1
Ct

(1  )P jt P t Ct  
1

Wt
@Njt
@Yjt
@Yjt
@Pjt

= 0
Et 1
1
Ct

PjtYjt   
   1WtNjt

= 0 ((6.23))
La cantidad de dinero viene dada por la expresión siguiente:
Mt =Mt 1 exp ft + "tg
y para  6= 0 la autoridad monetaria responde sistemáticamente a los shocks
tecnológicos, "t.
El equilibrio simétrico supone que todas las empresas jan el mismo precio
y producen lo mismo.
A partir de la condición (6.19) obtenemos la relación de demanda agre-
gada; dicha ecuación es una ecuación en diferencias lineal para 1
CtPt
que tiene
por solución:
Ct =
1
a [1   exp f1=2(2m + 22zg]
Mt
Pt
((6.24))
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A partir de (6.20), (6.21) y (6.23) y expresadas en logaritmos:
 lnNt + lnCt = lnWt   lnPt
' ln et + lnCt = lnVt   lnPt
ln et   lnNt = ln 1  

+ lnWt   lnVt
obtenemos
(1 + ) lnNt = (1 + ') ln et   ln 1  

que sustituida en la función de producción nos da la relación entre producción
y horas trabajadas.
lnYt = lnZt +  lnLt = lnZt +  ( lnNt + (1  ) ln et)
lnYt = lnZt +  lnNt + (1  )

1 + 
1 + '
lnNt + ln
1  


lnYt = lnZt +  lnNt :  =  + (1  ) 1 + 
1 + '
> 1 ((6.25))
Expresando las variables en logaritmos en minúscula y resolviendo el sistema
(6.23), (6.24) y (6.25) en función de las perturbaciones queda como:
pt = t 1   (1  )"t 1
yt = t + "t + (1  )"t 1
nt =
1

t  
1  

"t
(yt   nt) =

1  1


t +

1  

+ 

"t + (1  )(1  1

)"t 1
Una perturbación monetaria t tiene un impacto transitorio en la produc-
ción, el empleo y la productividad y un efecto permanente sobre el nivel de
precios. La respuesta de la productividad del trabajo depende de . Para
 > 1 tendríamos rendimientos crecientes a corto plazo en el trabajo que son
mayores cuanto menor sea ; esto es, que las horas extraordinarias o esfuerzo
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laboral sean lo sucientemente productivas o bien que  > ', esto es, que
la elasticidad de la desutilidad de las horas trabajadas sea mayor que la del
esfuerzo o bien que la elasticidad de la producción con respecto al trabajo
efectivo sea lo sucientemente alta.
Una perturbación tecnológica tiene un efecto permanente positivo sobre
la producción y un efecto negativo sobre el nivel de precios si el grado de
acomodación de la política monetaria ante la perturbación no es demasiado
fuerte, ( < 1) : Si éste es el caso, el shock tecnológico positivo tendrá un
efecto negativo a corto plazo sobre el nivel de empleo. En el caso que  fuese
igual a cero, la combinación de una oferta monetaria constante y precios pre-
determinados implicarían que los saldos reales y por tanto la demanda agre-
gada permanecerían constantes lo que provocaría que el nivel de producción
de las empresas tampoco cambiase, por tanto el aumento de productividad
de los factores explicaría una caída en el nivel de horas trabajadas, dando
lugar a un aumento en la productividad del trabajo.
Al siguiente periodo, dado que los costes marginales son más bajos, las
empresas ajustarían sus precios a la baja, la demanda agregada y la produc-
ción aumentarían y el nivel de empleo volvería a su nivel original.
El cambio en la productividad del trabajo depende también del parámetro
 y el efecto del shock tecnológico es positivo para  2 [0; 1).
Finalmente, el cálculo de las covarianzas de entre las variables nos per-
miten explicar los co-movimientos entre las variables del sistema cuando ten-
emos en cuenta ambas perturbaciones:
Cov(yt;(yt   nt)) = 2 (  1)
2
m + ( +   1)2z

Cov(yt;nt) =
22m + (1  )(1  2)2z

Cov(nt;(yt   nt)) = 2(  1)
2
m   (1  ) [(2  ) + 2(  1)]2z
2
Si 0   < 1=2 y los shocks monetarios son lo suencientemente impor-
tantes en relación a los tecnológicos, el modelo predice que el crecimiento
de las horas trabajadas tendrá un comportamiento procíclico. Es suciente
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además que  > 1 para que la productividad sea procíclica independiente-
mente de la importancia relativa de los shocks.
El signo de la covarianza entre crecimiento en horas trabajadas y crec-
imiento de la productividad depende de ;de  y de la importancia relativa
de las perturbaciones.
Si consideramos el efecto de la perturbación tecnológica por separado la
correlación entre ambas será negativa si  2 [0; 1) y  2 (1; 2):
Si los parámetros están dentro de esos límites, el comportamiento cíclico
entre producción, horas y productividad son consistentes con la evidencia
empírica siempre que tengamos en cuenta ambos tipos de perturbaciones.
Si sólo consideramos el efecto de las perturbaciones tecnológicas el modelo
con precios rígidos predice una correlación negativa entre horas y crecimiento
de la productividad.
6.6.2. Un modelo sencillo de Ciclo Real
con formación de hábitos en el consumo.
La formación de hábitos supone que el consumo responde de manera débil
al shock de oferta, dando lugar a que no se produzca la sustitución de horas
de ocio por horas de trabajo ante la subida en el salario real. Si añadimos
costes de ajuste en la inversión se amplicaría la respuesta positiva del ocio
y por tanto el shock de oferta no conseguiría que los individuos respondiesen
óptimamente aumentando sus tiempo de trabajo.
El shock tecnológico puede reducir las horas trabajadas si el efecto renta
domina al efecto sustitución. Es decir, el modelo de Ciclo Real asume que
el aumento en el salario real provoca un efecto sustitución que reduce el
número de horas de ocio y aumenta la oferta de trabajo y un efecto renta
que se traduce en un aumento en el consumo y una disminución en la utilidad
marginal de éste. La cuestión es ver bajo qué condiciones ocurre lo contrario,
de tal forma que la respuesta óptima del individuo consista en aumentar su
demanda de ocio y reducir su oferta de trabajo. La existencia de hábitos en
el consumo puede provocar que el aumento en el salario no se traduzca en
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un aumento en el nivel de horas de trabajo ofrecido por el individuo.
La idea básica reside en los efectos renta y sustitución derivados de un
aumento en el salario.
Con una función de utilidad dada por:
u(Ct; Nt) = u(Ct)  V (Nt)
la condición de primer orden es:
V 0(Nt) = u0(Ct)Wt
Diferenciando:
V 00(Nt)dNt = u00(Ct)WtdCt + u0(Ct)dWt ((6.26))
El segundo sumando de (6.26) es positivo y V 00(Nt) > 0: El shock de
productividad disminuirá las horas trabajadas si la reducción en la utilidad
marginal del consumo es mayor que el aumento en el salario; en este caso el
efecto renta domina al efecto sustitución y salario y horas trabajadas estarían
negativamente correlacionados.
El modelo que planteamos es una simplicación del estudiado por Fran-
cis y Ramey (2005) que muestran como un el modelo de Ciclo Real puede
predecir una reducción en las horas trabajadas ante un shock tecnológico
positivo:
Consideremos un agente representativo que maximiza la siguiente función
de preferencias:
E0
1X
i=0
t(lnCt   bCt 1)  V (Nt)
donde el parámetro b mide la importancia de la formación de hábitos.
La función de producción viene dada por:
Yt = Ct = ZtNt
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y el proceso del shock tecnológico está especicado como:
Zt = Zt 1 exp f"tg
La oferta de trabajo, derivada a partir de las condiciones de primer orden
viene dada por:
V 0(Nt)(Ct   bCt 1) =Wt
Mientras que la demanda de trabajo es:
Zt = Wt
Por tanto, en equilibrio:
V 0(Nt)(Nt   bNt 1 exp f "tg) = 1
Esta ecuación nos da una única solución para las horas trabajadas, y en
el caso de que b fuese igual a 0, un shock tecnológico no tendría efectos sobre
Nt dada la función de utilidad utilizada, ya que efecto renta y sustitución se
cancelarían. Con formación de hábitos, un shock tecnológico conduce a una
reducción en las horas trabajadas, por tanto un modelo de Ciclo Real sería
también capaz de generar un efecto contractivo en dicha variable.
6.6.3. Un modelo New-Keynesian.
En este apartado consideramos de nuevo un modelo New-Keynesian sen-
cillo en el que la oferta monetaria, al igual que en el modelo de Galí (1999)
puede responder a las perturbaciones tecnológicas y estudiamos el ajuste de
horas y salarios ante una perturbación tecnológica.
El modelo lo compone la NKPC:
t = Ett+1 + ~yt
donde  = (1 )(1 )

(1+') y por tanto depende positivamente de la inversa
de la elasticidad de la oferta de trabajo ('), de tal forma que una elasticidad
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pequeña en la oferta de trabajo implica valor alto de  y por tanto el coste
marginal responde en mayor medida a los cambios en la demanda agregada
dando lugar a que la rigidez de precios nominal sea menor.
La demanda agregada viene dada por la log-linealización de la condición
de primer orden, ecuación (6.19).
pt + yt = (1  )mt + Et(pt+1 + yt+1)
Resolviendo hacia delante para pt + yt obtenemos:
pt + yt = (1  )
1X
i=0
iEtmt+i
Si el proceso que sigue la oferta monetaria es:
mt = mt 1 + zt ) Etmt+i = mt
donde zt es la perturbación tecnológica y  nos mide el grado de acomodación
de la política monetaria a dicho shock tecnológico.
La demanda agregada viene entonces dada por:
pt + yt = mt
Expresando la NKPC en logaritmos del nivel de precios, las dos ecuaciones
nos permiten obtener la solución para el nivel de precios.
pt   pt 1 = Et(pt+1   pt) + (yt   ynt )
teniendo en cuenta que ynt depende positivamente de la perturbación tec-
nológica y aquí supondremos por sencillez que ynt = zt
La ecuación dinámica a resolver viene dada por:
pt =
1
1 + 
pt 1 +

1 + 
Etpt+1 +

1 + 
(mt   zt)
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La solución viene dada por:
pt = 1pt 1 + (1  1)(   1)zt
donde 0 < 1 < 1 es la raíz estable del polinomio 
2  (1++)+1 = 0:
Por tanto, el nivel de precios cae ante el shock tecnológico si  < 1:
La solución para la producción es:
yt = mt   pt
(1  1)yt = (1  1L)zt   (1  1)(   1)zt
La relación entre el empleo y la producción la obtenemos a partir de consid-
erar una función de producción como:
yt = nt   zt
y por tanto:
nt = 1pt 1 + 1(   1)zt
Un shock tecnológico positivo conduce a una caída en el empleo si  < 1.
A partir de las condiciones de primer orden para las empresas y economías
domésticas, obtenemos el salario real, que en el momento del impacto del
shock tecnológico tiene la siguiente expresión:
w(0) = 1  1(1 + ')(1  )
El salario real cae en el impacto ante un shock tecnológico positivo si la
acomodación de la política monetaria al mismo es baja,  < 1; la elasticidad
de Frisch de la oferta de trabajo es baja o el parámetro de persistencia 1
que depende de la rigidez de precios es alto.
En este caso, la reducción en la demanda de trabajo ante la perturbación
tecnológica presiona al salario a la baja, pero dado que la producción y el
consumo aumentan, el efecto renta sobre la oferta de trabajo tienen a can-
celar la caída en el salario real con lo que el efecto neto sería ambigüo. Este
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efecto sobre el salario real depende por tanto de lo cuantitativamente impor-
tante que sea el efecto renta, que a su vez depende negativamente del grado
de rigidez de precios y positivamente del grado de acomodación de la política
monetaria al shock tecnológico, en relación al efecto sustitución que depende
positivamente del coeciente ' de la oferta de trabajo.
6.7. Críticas al modelo de Ciclo Real.
Desde la publicación del trabajo de Kydland y Prescott (1982) las reac-
ciones en contra del supuesto de que los shocks tecnológicos eran los causantes
de las uctuaciones cíclicas no se hicieron esperar.
En 1986, Quarterly Review edita un número monográco sobre el de-
bate Prescott-Summers en el que éste presenta dos críticas fundamentales al
artículo Theory Ahead of Business Cycle Measurement. Summers interpreta
que el propio título del artículo de Prescott da a entender que las técnicas de
medida no han progresado hasta tal punto que puedan corroborar la teoría,
esto es, si el modelo no predice bien la correlación entre productividad y
horas parece que no es problema del modelo sino problemas de medición de
los datos.
La conclusión de Summers (1986, cit pag 24) es clara:
My view is that real business cycle of the type....have nothing to do with
the business cycle phenomena observed in the United States or other 
capitalist economies
En primer lugar alude a la parametrización del modelo en el sentido de
si los parámetros escogidos son los correctos subrayando que la elasticidad
de sustitución intertemporal en la oferta de trabajo estimada en estudios
microeconómicos es baja en relación a la que necesita el modelo para provocar
una sustitución considerable entre ocio y trabajo.
En segundo lugar, Summers cuestiona la ausencia de evidencia independi-
ente para probar lo que denominamos shocks tecnológicos; es difícil encontrar
evidencia directa de la existencia de perturbaciones de cuantía considerable
que sean capaces de generar la senda cíclica observada en las series. En
palabras de King y Rebelo (1999, pag 34):
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If these shocks are large and important why cant read about
them in the Wall Street Journal
En dos artículos publicados en 1989 en el Journal of Economic Perspec-
tives, Plosser por una parte y Mankiw por otra expresan sus distintos puntos
de vista sobre el modelo de Ciclo Real. Mankiw sostiene que el modelo de Ci-
clo Real no genera una explicación plausible de las uctuaciones económicas
debido a cuatro cuestiones fundamentalmente:
1. A la alta dependencia de los resultados que se obtienen a partir de
perturbaciones tecnológicas que tienen que ser de considerable magnitud y
estar muy correlacionadas en el tiempo.
2. Otros tipos de perturbaciones son incapaces de generar uctuaciones
cíclicas cuando se introducen en un modelo de Ciclo Real. Por ejemplo, un
aumento del gasto público en el modelo predice una caída del consumo y del
ocio. El modelo debería poder explicar porqué en una recesión provocada
por una caída en la demanda es racional para los individuos aumentar la
demanda de ocio al mismo tiempo que aumenta su demanda de consumo;
por tanto, la introducción de perturbaciones de demanda en el modelo no
genera resultados plausibles.
3. El modelo de Ciclo Real asume que las uctuaciones en el empleo son
totalmente voluntarias, mientras que observamos que el empleo varía consid-
erablemente mientras los determinantes de la oferta de trabajo, salario real y
tipo de interés, no varían sustancialmente. Para replicar este hecho el modelo
requiere que los individuos estén dispuestos a reasignar signicativamente su
tiempo entre ocio y trabajo en respuesta a cambios temporales y pequeños
en los salarios o al tipo de interés real.
Esto es, el mecanismo de propagación basado en la sustitución intertem-
poral de ocio por trabajo no es creíble.
4. Mankiw estima la fuente de las perturbaciones tecnológicas en el mod-
elo, el residuo de Solow, y la imagen que sobresale es que es altamente
procíclico con el crecimiento de la producción, esto es, las variaciones en
el crecimiento de la producción van acompañadas de crecimiento del residuo
de Solow; o dicho de otra forma distinta, si el residuo de Solow es una medida
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válida del cambio en la función de producción, entonces las recesiones son
periodos de regresión tecnológica.
Por tanto, desde un punto de vista meramente cualitativo pronto se ob-
servó las posibles deciencias que presentaba el modelo.
Análisis cuantitativos más pormenorizados han conrmado que tanto el
origen de las perturbaciones tecnológicas, el residuo de Solow, como los
parámetros necesarios para replicar en alguna medida los datos son difíciles
de sostener.
En este sentido, los datos reejan que el empleo (o las horas trabajadas)
es fuertemente procíclico y con una volatilidad similar a la producción mien-
tras que los salarios reales son en el mejor de los casos débilmente procíclicos.
La perturbación tecnológica desplaza la demanda de trabajo en sentido as-
cendente pero dado que los estudios microeconómicos reejan una elasticidad
del salario real con respecto a las horas trabajadas muy baja, (Altonji, 1986),
el shock de productividad afectaría sobre todo al salario real y no tanto al
empleo, con lo que la predicción del modelo es una alta correlación entre
salarios y producción y relativamente baja entre empleo y producción.
Sólo con una alta elasticidad de sustitución intertemporal en las horas
trabajadas es posible generar el comportamiento observado en dichas vari-
ables.
La utilización de la función Cobb-Douglas y el hecho de que los salarios
son iguales a la productividad marginal del factor trabajo, provoca que ésta
sea proporcional a la productividad media de tal manera que la correlación
entre salarios y la productividad sea mucho más alta en el modelo que en los
datos observados.
Y = KN1  ) W = @Y
@N
= (1  )Y
N
Resultado de lo anterior es que la productividad del trabajo está fuerte-
mentemente correlacionada con la producción mientras los datos en realidad
muestran que esta correlación es moderada.
La cuestión de la exogeneidad del residuo de Solow como medida de las
perturbaciones tecnológicas se ha visto también cuestionada. El compor-
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tamieto procíclico de la productividad total de los factores puede ser reejo
de la existencia de competencia monopolística o bien que esté correlacionado
con el gasto militar (Hall, 1988) o que los cambios endógenos en la tecnología
sean debidos a shocks de demanda (Evans, 1992). Otra explicación del com-
portamiento procíclico del residuo de Solow se fundamenta en el hecho de
que las empresas no ajustan el nivel de empleo completamente a los cambios
en la demanda, el conocido labor hoarding (Burnside, Eichenbaum y Rebelo,
1993) en el que las empresas no cambian automáticamente su nivel de empleo
ante cambios en la demanda, sino que a corto plazo demandan de sus tra-
bajadores un aumento en su esfuerzo laboral (horas extraordinarias) lo que
provoca un aumento en la producción sin que el número de empleos aumente
sustancialmente.
En el gráco 6.3. se observa el comportamiento altamente procíclico del
residuo de Solow.
Basu, Fernald y Kimball (1996) realizan un ejercicio de este tipo, esti-
mando un residuo de Solow puricadoy concluyen que el número de horas
trabajadas responde negativamente a las perturbaciones de productividad.
En este sentido, consideremos el siguiente ejemplo sencillo.
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Bajo competencia imperfecta, las empresas jan los precios con un margen
sobre el coste marginal, lo que distorsiona la medida del residuo de Solow.
Este como sabemos, para una función Cobb-Douglas Y = ZKN1 
viene dado por:
SR =  ln

Y
K

  (1  ) ln

N
K

Con competencia monopolística y margen ; las condiciones de primer orden
para las empresas son:
Zt
@Y
@N
= W : Zt
@Y
@K
= rW
Y por tanto en este caso:
 lnY = (1  (1  )) lnK + (1  ) lnNt + lnZt
Con lo que el residuo de Solow medido vendría dado por:
SR = (  1) (1  ) ln

N
K

+ lnZt
El residuo de Solow incluye una parte endógena que uctúa con el ratio
horas/capital. Ya que las horas trabajadas son más procíclicas que el capital,
debemos concluir que el residuo de Solow será más procíclico que la verdadera
productividad total de los factores.
Un ejercicio similar puede realizarse en el caso de que hubiésemos intro-
ducido rendimientos crecientes a escala en la función de producción.
La consecuencia de obtener medidas más precisas del residuo de Solow
implica directamente que la varianza del shock de productividad disminuye
considerablemente, y como hemos visto la volatilidad que predice el modelo
para las variables depende directamente de ésta, con lo que la capacidad para
explicar una fracción o porcentaje sustancial de la volatilidad muestral de las
series disminuye.
Eichenbaum (1991) subraya desde una posición metodológica resume en
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cuatro, las deciencias del modelo:
1. Pequeños cambios en la teoría alteran las conclusiones de forma con-
cluyente.
2. Pequeños cambios en los métodos estadísticos utilizados alteran las
conclusiones.
3. Cambios en el periodo muestral utilizado modican las conclusiones.
4. La conanza en las conclusiones se ve afectada una vez que abandon-
amos la conveniente cción de que realmente conocemos los verdaderos
valores de los parámetros estructurales del modelo.
Eichenbaum (1991) tilda de informal la técnica de calibración ya que no
suministra ningún tipo de información sobre qué nos dicen los datos acerca de
los parámetros. Un método más sosticado sería estimar dichos parámetros a
través del método generalizado de los momentos que se basa en la utilización
de las condiciones de primer orden para estimar dichos parámetros.
La crítica de Eichenbaum (1991) se centra fundamentalmente en que el
ratio de varianza del modelo, V arm

	^

con respecto a la varianza de la
muestra presenta un elevado grado de incertidumbre debido a que la primera
está condicionada a los parámetros calibrados del modelo.
Eichenbaum cita expresamente a Hansen argumentando que el ratio de
varianza del modelo en relación a la varianza de los datos no puede consid-
erarse un estimador válido para probar que el modelo de Ciclo Real replica
bien las características de las series.
 =
V arm

	^

dV ard
Esto es, aunque dicho ratio sea alto, nadie ha explicado aún la sensibilidad
de dicho ratio a cambios en los parámetros incluidos en 	^:
Eichenbaum (1991), en un ejercicio basado en el modelo con labor hoard-
ing de Burnside, Eichenbaum y Rebelo (1990) realiza el siguiente experi-
mento.
El residuo de Solow está relacionado con el esfuerzo laboral (et) y con el
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verdado shock tecnológico a través de la relación:
cSRt = Z^t + e^t
A partir de las condiciones de primer orden, el nivel de esfuerzo viene dado
por:
e^t = ekK^t + enN^t + eZZ^t + egG^t
donde los parámetros son todos positivos. Un aumento del gasto público eleva
el nivel de esfuerzo y a su vez eleva el residuo de Solow, esto es, el residuo
de Solow aumenta aunque no haya habido shock tecnológico alguno, de tal
manera que las estimaciones del shock tecnológico basadas en el cómputo del
residuo de Solow interpretan falsamente que el cambio en el esfuerzo se debe
a un aumento del shock tecnológico cuando lo que ha ocurrido es que ha sido
el gasto público el causante del aumento en el nivel de esfuerzo.
Si el sistema responde a una perturbación tecnológica, el esfuerzo au-
menta, provocado a su vez que aumente el residuo de Solow, por lo tanto, la
medida de éste exagera la verdadera magnitud del shock tecnológico.
Si rechazamos por tanto el residuo de Solow como medida de los cambios a
corto plazo que se producen en la función de producción agregada, entonces
¿ qué otro tipo de perturbación tecnológica de suciente magnitud puede
provocar uctuaciones cíclicas ? El único shock de oferta perfectamente
identicable es un cambio sustancial en el precio de las materias primas,
(petróleo) e indudablemente es importante pero cambios de tal magnitud
que provoquen sistemáticamente expansiones o recesiones no los observamos
con la frecuencia que se suceden los ciclos económicos61.
Por otra parte, Cogley y Nason (1995) estiman las funciones impulso re-
spuesta y estiman las correlaciones para varios modelos de Ciclo Real. El
ejercicio que realizan es determinar si los modelos tienen mecanismos de
propagación que induzcan a una alta correlación en la producción por lo
menos a dos retardos, llegando a la conclusión que los modelos de Ciclo
Real dependen fundamentalmente de la dinámica que siga la perturbación
61Hamilton (2005) identica que 9 de 10 recesiones en EEUU fueron precedidas por
subidas en el precio del petróleo.
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tecnológica, esto es, el modelo tiene débiles mecanismos endógenos de propa-
gación y no es capaz de generar por tanto el comportamiento observado en
las series62, por lo que la autocorrelación de las series depende fundamental-
mente de la autocorrelación estimada del proceso autorregresivo que siga el
shock tecnológico.
Por otra parte, Rouwenhorst (1991, pag 242) simula economías con y
sin time to buildconcluyendo que las uctuaciones que genera el modelo
tienen mucho más que ver con el proceso exógeno que con la propia dinámica
del sistema.
the main determinant of these model dynamics is the stochastic
process for the shocks that hit the economy. Time-to-build, by
itself contains only relatively weak material propagation mech-
anisms for transferring real shocks in terms of e¤ects on out-
put, labor input and consumption. For persistent deviations in
output and investment to occur in the neoclassical model it is
required that the time series of shocks that hit the economy be-
have very much like the cutuations which the model seeks to
explain. This conclusion is robust to allowing for nonseparabili-
ties in preferences....time to build does not seem to be central to
the explanation of business cycles
Con respecto a las prescripciones de política económica, da la sensación
que el enfoque clásico trivializa el coste social y de bienestar que producen
los ciclos económicos. Si los ciclos económicos son la respuesta óptima de los
individuos ante cambios en la productividad total de los factores, las políticas
de estabilización son totalmente innecesarias.
Prescott (1986, pag 21) apunta que:
The policy implications of this research is that costly e¤orts at
stabilization are likely to be counterproductive. Economic uc-
tuations are optimal responses to uncertainty in the rate of tech-
nology change.
62El modelo de Ciclo Real tendría la característica de un modelo WYGIWYPI (What
You Get Is What You Put In).
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Es irónico que el modelo de Ciclo Real surja en 1982 en EEUU, cuando fue
patente el resultado de la política anti-inacionista de Volcker que condujo
a una de las peores recesiones de la postguerra americana.
El modelo no puede explicar el hecho contrastado que la participación de
las rentas del trabajo en la renta nacional es una variable contracíclica, ya
que el modelo asume que es una constante en la calibración del mismo.
La metodología del agente representativo da lugar a que en el modelo
no haya desempleo y toda la variación en el empleo se deba a variaciones
en el número de horas trabajadas por el individuo, esto es, que el ajuste se
produzca en el margen intensivo.
A pesar del éxito, relativo y cuestionado, en replicar varias características
de los datos, una de las limitaciones del modelo de Ciclo Real descansa en
sus predicciones acerca de la dinámica del crecimiento de la producción. El
modelo canónico predice que dicha variable es esencialmente un proceso de
ruido blanco, de tal forma, que aunque pueda producir persistencia en el
nivel de producción, carece de un mecanismo de propagación necesario para
generar persistencia en el crecimiento del output.
Hemos visto que son necesarios shocks tecnológicos persistentes para
generar un comportamiento serialmente correlacionado en el output que sea
consistente con los datos y es intrínseco al modelo el hecho de que las vari-
ables siguen un comportamiento dinámico esencialmentalmente igual a la
dinámica incorporada en el shock exógeno.
La razón de que el modelo estandar de Ciclo Real no pueda propagar
las perturbaciones es que el stock de capital es la única variable endógena
de estado y es una variable que cambia muy lentamente en el tiempo, esto
es, el mecanismo de propagación basado en el crecimiento del stock de cap-
ital que afecta posteriormente a la producción es muy débil para provocar
autocorrelación en las series económicas.
Dicho de otra forma, en las soluciones del modelo hemos encontrado que
la raíz estable para el stock de capita está cerca de uno, lo que convierte un
proceso AR(1) para el stock de capital casi en un proceso ruido blanco para
su variación.
Consideremos el siguiente ejemplo sencillo (Wen, 2005) con oferta de tra-
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bajo ja. Para maximizar la utilidad esperada el agente representativo in-
tenta suavizar su senda esperada para el consumo. Este resultado provoca
que sea la inversión la que absorba la mayor parte del impacto del shock.
Esta característica es la que permite al modelo replicar la volatilidad relativa
del consumo y la inversión respecto a la producción.
A partir de la identidad de la renta Ct + It = Yt obtenemos
Yt = cCt + (1  c)It ) 2C =
1
c2
 
2Y ++(1  c)22I   2cY I

El deseo de mantener niveles de consumo estables por parte de los individuos
implica elegir la covarianza entre la inversión y la producción con el n de
resolver el siguiente problema de minimización:
Min 2C =
1
c2
 
2Y ++(1  c)22I   2cY I

sujeto a que la matriz de covarianzas del output y de la inversión sea semi-
denida positiva, esto es, que verique la condición de segundo orden para
un mínimo.
Dicha condición exige que:
jY I j  IY
La solución es Y I = IY lo que implica cC = jY   (1  c)I j : Dado que
c 2 [0; 1] debemos tener Y > (1 c)I y consecuentemente cC+(1 c)I =
Y : Como C < Y nalmente la implicación es I > Y :
Este problema de minimización es menos exacto conforme aumenta la
persistencia del shock, debido a que éste induce a un aumento en la renta y
el consumo sí responde a cambios permanentes en la misma.
Hemos demostrado en el capítulo 2 que el mecanismo de propagación de
la perturbación se apoya en la dinámica del stock de capital. Esto es, el
aumento directo de la producción debido al aumento en la productividad,
conduce a un aumento en la inversión y por tanto a un incremento en el
stock de capital, que a su vez incide en el output.
Esta cadena de transmisión es extremadamente débil aún en el caso ex-
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tremo de que todo el aumento en el output se materialice en un aumento
en la inversión. Por ejemplo, log-linealizemos la función de producción, la
restricción de recursos y la dinámica del capital.
Y^t = Z^t + K^t
cC^t + (1  c)I^t = Y^t
K^t+1 = I^t + (1  )K^t
Un incremento en la productividad total, Z^t; de un 1 % provoca un aumento
de un 1% en el output. Si en el estado estacionario, el ratio I=Y es de 0.3,
entonces el aumento en la inversión será alrededor del 3.3 %, (1/0.3 %), man-
teniendo constante el consumo. Al siguiente periodo el aumento en el stock
de capital será del 3:3  y el incremento en el output será del [+ (3:3)]%,
donde  es la persistencia de la perturbación. Ahora podemos preguntarnos
cuánto vale la expresión anterior. Para  = 0:025 y  = 0:36; y en ausencia de
crecimiento en las horas trabajadas y en persistencia en la perturbacion, los
aumentos iniciales en la inversión y en la producción revierten rápidamente
hacia su equilibrio inicial.
Veamos porqué tanto la producción como su tasa de crecimiento dependen
esencialmente del proceso de shock.
Las ecuaciones para el stock de capital y la producción, linealizadas vienen
dadas por:
K^t+1 = kkK^t + kzZ^t
Y^t = ykK^t + yzZ^t
Para valores de calibración usuales en el modelo, kz ' 0 y kk ' 1. Despe-
jando el capital, podemos expresar la desviación de la producción como:
(1  kkL)Y^t = yzZ^t + (ykkz   kkyz)Z^t 1
que puede aproximarse a:
(1  kkL)Y^t = yz(1  kkL)Z^t
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Por tanto, la dinámica de Y^t esencialmente reeja la dinámica de Z^t:
Por otra parte, diferenciando la expresión para la producción.
Y^t = yzZ^t
Si el shock a la tecnología es un proceso de paseo aleatorio, entonces la tasa de
crecimiento de la producción es esencialmente ruido blanco, (Watson, 1993).
La única forma de mejorar la dinámica del output es introducir otras
variables endógenas de estado, como en Burnside, Eichenbaum y Rebelo
(1993) al introducir Nt como variable endógena predeterminada en el periodo
t  1. Si introducimos una nueva variable de estado, entonces su solución de
equilibrio vendrá dada en función de la perturbación tecnológica.
x^t = xzZ^t 1 ) Y^t = yzZ^t + xzx^t
y
Y^t = yzZ^t + yxxzZ^t 1
Ahora la dinámica del crecimiento de la producción es un proceso de medias
móviles con una dinámica muy distinta al ruido blanco.
Si el modelo de Ciclo Real ha sido cuestionado desde sus inicios podemos
preguntarnos porqué ha constituido un campo de investigación activa. De
forma unánime y con el paso del tiempo, la aportación metodológica del mod-
elo de Ciclo Real ha sido fundamental para el desarrollo de la Macroeconomía
moderna, ya que el marco analítico del modelo de equilibrio general ha sido
el campo en el que se han contrastado cuantitativamente los resultados que
generaba la simulación del modelo con las propiedades de las series tempo-
rales. Las sucesivas ampliaciones y modicaciones del modelo básico han
buscado tanto mejorar las predicciones del modelo como introducir nuevos
mecanismos dentro de un enfoque de equilibrio general.
Aunque los shocks tecnológicos se sigan considerando como una fuente
importante para generar ciclos económicos, el mecanismo de sustitución in-
tertemporal en un modelo walrasiano ha sido progresivamente abandonado
para introducir elementos en el que la existencia de rigidices nominales con-
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stituye un elemento común y el origen de las perturbaciones que afectan a
las variables endógenas es mucho más amplio.
Destacados economistas como Blanchard y Fisher (1989, pag 320-321) no
dudan en armar cuando se disponen a presentar el capítulo 7 Competitive
Equilibrium Business Cycle:
As will become clear, we do not believe that the line of research
that we present in this rst chapter on aggregate uctuations is
likely to provide a satisfactory explanations of uctuations.
Fernández-Villaverde (2010, pag 4) expone con crudeza:
Except for a small but dedicated group of followers at Minnesota,
Rochester, and other bastions of heresy, the initial reaction to
Kydland and Prescottís assertions varied from
amused incredulity to straightforward dismissal.The critics were
either appalled by the whole idea that technological shocks could
account for a substantial fraction of output volatility or infuriated
by what they considered the superuity of technical reworks.
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6.8. Un prototipo de Modelo de
Equilibrio General.
En este epígrafe nal presentamos un Modelo Dinámico de Equilibrio
General basado en Smets y Wouters (2007) que amplían el modelo utilizado
por Christiano, Eichenbaum y Evans (2005). El modelo de Ciclo Real ha
derivado en modelos de alta complejidad que tienen la ventaja de combi-
nar elementos microeconómicos acerca del comportamiento optimizador de
economías domésticas y empresas con un conjunto extenso de rigideces de
precios y/o salarios. Dichos modelos están siendo utilizados tanto en el ám-
bito cientíco como por parte de los bancos centrales con el n de evaluar
cuantitativamente la política económica. Como señala Fernández-Villaverde
(2009) la combinación de modelos estructuralmente variados junto a la im-
plantación de algoritmos de resolución más avanzados y técnicas de simu-
lación más potentes han permitido desarrollar lo que se denomina la Nueva
Macroeconometría.
Para España puede consultarse a Andrés, Burriel y Estrada (2006), Boscá,
Bustos, Díaz, Doménech, Ferri, Pérez y Puch (2007) y el trabajo de Bur-
riel, Fernández-Villaverde y Rubio-Ramírez (2010) en el que realizan una
introducción al Modelo de Equilibrio Dinámico para la Economía Española
(MEDEA).
Las características esenciales de tales modelos es que incorporan aspectos
del modelo New Keynesian, esto es, asumen la existencia de rigideces nom-
inales en precios y/o salarios, introducen utilización variable del capital y
shocks especícos a la inversión junto a una variedad de perturbaciones de
oferta y de demanda.
La exposición que realizamos viene ya expresada en su forma log-lineal.
La ecuación (6.27) es la restricción de recursos donde el gasto público es
la variable exógena e incorpora utilización variable del capital.
yt = Cyct + Iyit + uyut + "
g
t ((6.27))
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La ecuación (6.28) representa la ecuación de Euler para el consumo, donde
el consumo actual depende de las expectativas sobre el consumo futuro, del
consumo anterior, de las horas trabajadas y las expectativas sobre ellas y del
tipo de interés real ex-ante. El término "bt indica una perturbación exógena
que afecta al rendimiento de los bonos.
ct = c1ct 1+ (1  c1)Etct+1+ c2(nt Etnt+1)  c3(rt Ett+1+ "bt) ((6.28))
Las ecuaciones (6.29) y (6.30) caracterizan la dinámica de la inversion. La
inversión depende de las expectativas sobre la inversión futura, la inversión
anterior y del valor del stock de capital, qt, que a su vez depende de las
expectativas sobre el rendimiento del capital, rkt y del tipo de interés real.
Las perturbaciones "bt y "
i
t afectan a la inversión, siendo ésta última un shock
especíco a ésta.
it = i1it 1 + (1  i1)Etit+1 + i2qt + "it ((6.29))
qt = q1Etqt+1 + (1  q1)Etrkt+1   (rt   Ett+1 + "bt) ((6.30))
La ecuación (6.31) es la función Cobb-Douglas con progreso técnico neu-
tral, representado por "at :
yt = k
s
t + (1  )nt + "at ((6.31))
La ecuacion (6.32) incluye tasa de utilización variable del capital.
kst = kt 1 + ut ((6.32))
La ecuación (6.33) determina el grado de utilización del capital en función
del rendimiento del mismo.
ut = u1r
k
t ((6.33))
La ecuación (6.34) es la dinámica del stock de capital que lleva incluida
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el shock especíco a la inversión.
kt+1 = k1kt + (1  k1)it + "it ((6.34))
La ecuaciones (6.35), (6.36), (6.37) y (6.38) nos resumen el equilibrio en
el mercado de bienes y de trabajo con rigidez de salarios.
pt = (k
s
t   nt) + "at   wt ((6.35))
donde pt viene dado por la diferencia entre la productividad marginal del
trabajo y el salario real.
La ecuación (6.36) es la conocida curva de Phillips New-Keynesian, donde
"pt es un shock exógeno a los precios. En (6.37) el margen sobre los salarios es
igual a la diferencia entre el salario real y la relación marginal de sustitución
entre consumo y ocio. Mientras que (6.38) nos da la ecuación dinámica para
los salarios.
t = 1t 1 + 2Ett+1   3pt + "pt ((6.36))
wt = wt  

nnt +
1
1  a (ct   act 1)

((6.37))
wt = w1wt 1+(1 w1)Et(wt+1+t+1) w2t+w3t 1 w4wt +"wt ((6.38))
y donde "pt y "
w
t son perturbaciones exógenas que afectan a los márgenes
de precios y salarios.
En la ecuación (6.39), el rendimiento del capital es función del ratio
capital-trabajo y del salario real.
rkt =  (kt   nt) + wt ((6.39))
Finalmente (6.40) nos describe la regla de Taylor, según la cual la autori-
dad monetaria ja el tipo de interés en función de los cambios en la tasa de
inación y el output gap.
rt = rrt 1 + (1  r)

t + y~yt

+ "rt ((6.40))
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en la que "rt muestra las desviaciones aleatorias del tipo de interés en relación
con el seguimiento de una regla sistemática de política monetaria.
En conjunto como podemos observar el modelo incorpora tasa de uti-
lización variable del capital así como shocks especícos a la inversión. Lo
que diferencia el resto de las ecuaciones del modelo de Ciclo Real es la incor-
poración de precios y salarios rígidos determinados a partir de problemas de
optimización bien denidos.
6.9. Apéndice 6.1.
El argumento se deduce de la siguiente forma.
Cuando el individuo se enfrenta a un problema de extracción de señal, esto
es, observa la perturbación pero no sabe si ésta es permanente o transitoria
es posible modelizar la perturbación de la siguiente manera:
zt = ut + et
ut = ut 1 + "t : "t  iid(0; 2")
et  iid(0; 2e)
Esto es, la perturbación de oferta tiene un componente transitorio, et y
un componente permanente, ut; dando lugar a que los individuos observen
zt pero no sepan si el mismo es de carácter permanente o transitorio.
La estructura anterior es equivalente a:
zt = zt   zt 1 = "t + (1  L)et
esto es, la perturbación sigue un proceso integrado y de media móvil, IMA(0,1,1).
Nuestro objetivo es doble: por una parte, demostrar bajo qué condiciones
dicho proceso puede expresarse en función de un sólo shock y con una es-
tructura similar a un proceso IMA(0,1,1) y por otra, demostrar la expresión
para la predicción óptima del proceso.
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Si calculamos las autocorrelaciones:
(0) = E [("t + (1  L)et) ("t + (1  L)et)] = 2" + 22e
(1) = E [("t + (1  L)et) ("t 1 + (1  L)et 1)] =  2e
Si de forma análoga consideramos un proceso IMA(0,1,1) general
xt = t   t 1
Las autocorrelaciones teóricas del modelo son:
(0) = E

(xt)
2 = E [(t   t 1) (t   t 1)] = 2(1 + 2)
(1) = E [(xt) (xt 1)] = E [(t   t 1) (t 1   t 2)] =  2
Si igualamos las autocorrelaciones teóricas con las de nuestra formulación
2" + 2
2
e = 
2(1 + 2) :  2e =  2
 =
2"
2e
+ 2 =
1 + 2

) 2    + 1 = 0)  = 1
2
h
  
p
2   4
i
Esto es, nuestro proceso zt = zt   zt 1 = "t + (1   L)et puede expresarse
como:
zt = et   et 1
donde
 =
1
2
h
  
p
2   4
i
y  =
2"
2e
+ 2
En segundo lugar, veamos cuál es la expresión para la predicción óptima
de la perturbación.
(1  L)zt = (1  L)et ) (L)zt = et
donde
(L) =
1  L
1  L
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Supongamos que podamos escribir (L)zt = et como
zt
 
1 
1X
i=1
iL
i
!
= et ) zt =
1X
i=1
izt i + et
con lo que nuestro problema se centraría en poder identicar los i:
(L) =
1  L
1  L ) (L) =
1  L  (1  )L
1  L = 1 (1 )L

1 + L+ 2L2 + :::::

Identicando
1 
1X
i=1
iL
i = 1  (1  )L 1 + L+ 2L2 + :::::
1 = 1   : 2 = (1  )::::j = j 1(1  ) : j  1
Con lo que nalmente, el proceso de perturbación puede escribirse como:
zt = (1  )
1X
j=1
j 1zt j + et
Nuestro interés se centra además en calcular las predicciones óptimas con-
forme el tiempo va pasando. De esta forma tenemos
E (zt j t  1) = (1  )
1X
j=1
j 1zt j
y
E (zt+1 j t) = (1  )
1X
j=1
j 1zt+1 j
con lo que la corrección de la predicción entre dos periodos consecutivos es:
E (zt+1 j t)  E (zt j t  1) = (1  )zt   (1  )2
1X
j=1
j 1zt j
E (zt+1 j t)  E (zt j t  1) = (1  )(zt   E (zt j t  1)
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Esta expresión tiene una interpretación interesante y es el que el proceso sigue
el denominado proceso de expectativas adaptativas, donde la predicción de
la variable depende de sus valores pasados ponderados por j 1 , o dicho de
otro modo, la nueva predicción es una interpolación lineal entre la predicción
anterior y la nueva observación.
E (zt+1 j t)) = (1  )zt + E (zt j t  1)
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RESUMEN Y CONSIDERACIONES FINALES. 
Como en otros campos de la ciencia, la Macroeconomía moderna es el resultado de un 
intenso, apasionado y a veces agrio debate en el que nuevos paradigmas pueden o no 
sustituir a los firmemente asentados. Antes de la publicación de la Teoría General del 
Interés, la Ocupación y el Dinero, la “Macroeconomía Clásica” era un reflejo del 
modelo microeconómico con mercados que se equilibraban automáticamente ante 
desajustes entre la oferta y la demanda mientras que la Teoría Monetaria era 
fundamentalmente la Teoría Cuantitativa del Dinero. Conscientes de la dificultad del 
marco teórico para explicar las sucesivas crisis que periódicamente afectaban al sistema 
capitalista, los economistas de la época centran su atención fundamentalmente en el 
papel del crédito bancario, aunque visto en su conjunto no existe un modelo unificado 
dada la diversidad de autores y factores que potencialmente podrían estar detrás de las 
fluctuaciones cíclicas. Desde el papel que juega la periodicidad con la que se suceden 
las innovaciones en Schumpeter, el subconsumo, el exceso de inversión hasta los 
cambios en las expectativas,  el factor común a todas ellas era el intento de ofrecer una 
explicación endógena de cada una de las fases en las que el ciclo entre expansiones 
consecutivas se desarrollaba; la prosperidad inevitablemente conduciría a la contracción 
y a partir de ésta surgiría la recuperación. 
El interés por la cuestión es patente y la necesidad de comprobar estadísticamente el 
comportamiento dinámico de las series marca la obra del gran estudioso del ciclo que 
fue W.C. Mitchell, aunque el incipiente desarrollo de modelos dinámicos provocó que 
el enfoque impulso-propagación de Frisch y el descubrimiento de Slutzky, al demostrar 
que una ecuación dinámica puede generar fluctuaciones cíclicas ante perturbaciones 
exógenas, iban a marcar la metodología teórica en el futuro. 
Keynes y la formulación analítica del modelo IS-LM por parte de Hicks marcan el 
nacimiento de la Macroeconomía como ciencia y supone un punto de inflexión crucial 
en la Historia del Pensamiento Económico. Los planteamientos keynesianos en sus 
aspectos teórico y práctico, en lo que respecta a la elaboración de la política económica, 
se asientan como el paradigma dominante durante los siguientes 40 años. 
Sin embargo, el análisis clásico y la Teoría Cuantitativa no habían muerto. Podemos 
considerar las aportaciones de Friedman y Lucas como un segundo punto de inflexión 
en la Macroeconomía moderna. El liberalismo que acompaña la obra de Friedman abre 
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el debate keynesiano-monetarista en los años 60 y 70 en tres cuestiones 
fundamentalmente: el intervencionismo del Estado en la economía, el papel de los 
precios en una economía de mercado como suministradores de información sobre la 
escasez y sobre todo el papel de las fluctuaciones en la cantidad de dinero en circulación 
como origen y causa de las fluctuaciones económicas. 
Los modelos de Friedman y Lucas se enfrentan a un problema de calado: cómo explicar 
las desviaciones de la producción con respecto a su tendencia a partir de un modelo en 
el que existe equilibrio continuo en los mercados, donde las variables reales se 
determinan a partir del bloque de oferta agregada y  con una ecuación de demanda 
agregada que sólo sirve para relacionar el nivel de precios con la oferta monetaria.  
La solución clásica para explicar el fenómeno cíclico, basada en el supuesto de 
información imperfecta constituye un intento de solución, que realmente es poco 
convincente sobre todo cuando sustituimos el supuesto de expectativas adaptativas por 
el de expectativas racionales. 
En los años 70 del siglo XX, el planteamiento de los modelos keynesianos más 
significativos de la época, Fisher y Taylor, suponen de facto que los salarios nominales 
se fijan de tal manera que, dada la información disponible, los agentes económicos 
tengan el objetivo de mantener constante el salario real esperado. Con este supuesto de 
rigidez de precios y expectativas racionales, los cambios en la política monetaria, ya 
sean anticipados o no, afectan a las variables reales a corto plazo, manteniéndose la 
neutralidad del dinero a largo plazo. 
La proposición de inefectividad de la política monetaria derivada a partir del modelo de 
Lucas contrasta con la prescripción keynesiana, según la cual la política monetaria 
contracíclica tiene un papel estabilizador de la producción. 
El modelo de Ciclo Económico Real propuesto por Kydland y Prescott puede 
considerarse como el segundo impulso de desarrollo dentro de los modelos clásicos 
aunque con diferencias sustanciales 
 La primera de éstas reside en la causa de las fluctuaciones económicas. Los shocks de 
productividad como perturbación de oferta son el elemento que provoca el 
comportamiento cíclico observado; el papel del dinero para explicar el ciclo económico 
es anulado por completo.  
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En segundo lugar, el modelo es capaz de explicar cuantitativamente de manera 
razonable el comportamiento observado en las series macroeconómicas, esto es, el 
modelo de Ciclo Económico Real permite no sólo la comparación  cualitativa de sus 
predicciones sino que su calibración y la generación de series artificialmente generadas 
a partir de perturbaciones estocásticas a la función de producción nos dan la posibilidad 
de comparar sus resultados con determinadas características de las series temporales 
reales. 
Sin embargo, el efecto de los shocks de productividad en el modelo neoclásico nos 
permiten obtener los dos siguientes resultados. 
En primer lugar la dinámica temporal de las variables endógenas del modelo ante la 
perturbación de oferta depende en gran medida de la persistencia del shock. Si la 
perturbación es meramente transitoria el comportamiento dinámico en las variables 
endógenas es poco persistente, esto es, el cambio en éstas es de poca duración; y al 
contrario, si la perturbación tecnológica es permanente,  el cambio en la variable 
endógena es permanente o lo que es lo mismo provoca que el nivel a largo plazo de la 
variable cambie.  
En segundo lugar, el mecanismo de propagación por el cual la perturbación genera el 
comportamiento dinámico de las variables endógenas se realiza a través de la 
acumulación de capital  y del parámetro que nos mide la participación de las rentas del 
capital en la renta nacional. A corto plazo sabemos que el stock de capital fluctúa muy 
poco, con lo cual es dudoso que en  realidad  pueda provocar el grado de persistencia 
que observamos en la producción y el consumo. 
Por tanto la resolución de los modelos neoclásicos de crecimiento con oferta de trabajo 
fija nos permite observar por una parte que la dinámica de las variables endógenas está 
condicionada a la propia dinámica de la variable exógena y por otra que el mecanismo 
de transmisión interno de propagación de las perturbaciones es extremadamente débil. 
El modelo de Ciclo Económico Real básico presentado en el capítulo 3 introduce oferta 
de trabajo variable en la función de utilidad, dando lugar a que el mecanismo de 
propagación del impulso tecnológico se amplíe por otra via, la sustitución intratemporal 
e intertemporal entre ocio y trabajo. Un shock tecnológico eleva la demanda de trabajo 
provocando una subida del salario real dando lugar a que la respuesta óptima de los 
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individuos ante la perturbación de oferta positiva consista en demandar menos ocio y 
ofrecer más horas de trabajo; la perturbación favorable aumenta el nivel de producción 
y el consumo debido a al efecto renta derivado de la subida salarial. Por otra parte la 
elevación de la productividad marginal del capital y por tanto del tipo de interés real 
suaviza la respuesta del consumo ante el aumento en el salario. El consumo se comporta 
como un bien normal mientras que el ocio se comporta como un bien inferior. 
La cuestión es si este mecanismo es lo suficientemente importante para explicar las 
fluctuaciones cíclicas. Dado que el método de análisis supone que el consumidor o la 
economía doméstica representativa es fiel reflejo del comportamiento a nivel agregado, 
el ajuste en las horas trabajadas se produce en el margen intensivo, esto es, en las horas 
que cada individuo ofrece y por extensión todos aquellos que conforman la economía. 
Sin embargo, los datos a nivel agregado sobre horas trabajadas confirman que su 
variación total no procede principalmente de ajustes en el margen intensivo sino todo lo 
contrario, su variabilidad viene explicada por cambios en la tasa de desempleo, es decir 
a los flujos de entrada y salida en el mercado de trabajo. 
Relacionado con esta cuestión es la discrepancia cuantitativa entre la elasticidad de 
sustitución intertemporal  en la oferta de trabajo estimada a nivel microeconómico y la 
que necesita el modelo de Ciclo Económico Real para explicar la alta correlación 
observada entre producción y horas trabajadas. Mientras que a nivel individual, la 
respuesta de la oferta de trabajo ante cambios en el salario es baja (más alta cuando el 
individuo estima que la subida salarial es transitoria), la elasticidad de la oferta de 
trabajo necesaria en el modelo debe ser alta, o lo que es lo mismo, la curva de oferta de 
trabajo debe ser muy elástica, de tal forma que el shock de productividad al elevar la 
demanda de trabajo pueda predecir una alta correlación entre producción y nivel de 
horas trabajadas. 
De esta forma, este mecanismo de transmisión adicional de las perturbaciones de oferta 
se considera que es bastante débil para provocar ciclos económicos. 
Por el contrario, el modelo explica considerablemente bien el comportamiento 
prociclíco del consumo y de la inversión así como la volatilidad relativa de éstos con 
respecto a la producción. 
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Centrémonos en los shocks de productividad. A lo largo del trabajo han sido 
modelizados a partir de una ecuación dinámica estocástica de primer orden, pero la 
cuestión realmente importante es qué son y cómo se miden. El proceso que sigue dicha 
perturbación estocástica viene estimado a partir del residuo de Solow como medida de 
la productividad total de los factores. La cuestión que se plantea es si dicho residuo es 
una medida correcta del verdadero shock de productividad. La respuesta es negativa, la 
productividad total de los factores está correlacionada positivamente con el nivel de 
gasto público, con el grado de competencia en los mercados de bienes y con el nivel de 
esfuerzo u horas extraordinarias que realizan los individuos. 
Es decir, el residuo de Solow no es una medida correcta de los verdaderos shocks 
tecnológicos. La consecuencia es que la varianza del mismo es sobreestimada si no se 
tienen en cuenta los elementos enunciados con anterioridad y por tanto, su capacidad 
para explicar la volatilidad de las variables endógenas del modelo en relación a la 
calculada en los datos observados disminuye considerablemente. 
Por otra parte, dónde podemos identificar este tipo de perturbaciones, que deben ser 
altamente persistentes, para explicar la dinámica de las variables a corto plazo.  
A pesar de estas dificultades, el modelo de Ciclo Económico Real se ha convertido en el 
marco básico de referencia para estudiar el fenómeno cíclico debido a que su 
flexibilidad le permite incorporar un amplio abanico de alternativas, bien alterando la 
función de utilidad, el supuesto de equilibrio walrasiano en los mercados o bien 
introduciendo otros tipos de perturbaciones exógenas. 
Nadie pone en duda que la manera científicamente correcta de plantear un modelo 
macroeconómico consiste en considerar el comportamiento optimizador de 
consumidores y empresas, es decir, plantear un modelo de equilibrio general y a partir 
de él experimentar cuál es la dinámica de las variables endógenas cuando se ve 
sometido a distintos tipos de shocks. 
Más allá de considerar que los shocks tecnológicos son el origen de las fluctuaciones 
económicas, el modelo de Ciclo Económico Real ha contribuido a ser el fundamento 
metodológico en el que se basan los modernos modelos de equilibrio general. 
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La introducción de shocks monetarios que abordamos en el capítulo 4 nos enseña que 
en el modelo de Ciclo Económico Real con dinero, el papel de la política monetaria en 
la determinación de las variables reales es cuantitativamente poco importante. 
En el caso del modelo clásico, las variables reales vienen determinadas por las 
perturbaciones tecnológicas y las variables nominales por el tipo de regla monetaria que 
siga el banco central. El dinero es neutral a corto y largo plazo. 
Sólo cuando introducimos rigidez de salarios, los shocks monetarios junto a las 
perturbaciones tecnológicas mejoran la capacidad del modelo para explicar las 
correlaciones entre las variables en relación a las estimadas si sólo estuviesen presentes 
shocks de carácter tecnológico. 
La introducción del dinero, ya sea como variable de elección en la función de utilidad o 
como restricción de liquidez no es cuantitativamente importante para explicar la 
dinámica de las variables endógenas. Las perturbaciones de carácter monetario apenas 
tienen influencia en la producción y el empleo. 
De nuevo, el mecanismo de transmisión inherente no es lo suficientemente importante 
para que estos modelos expliquen el ciclo económico a partir de shocks monetarios. 
La introducción de rigidez nominal en un modelo con dinero en la función de utilidad y 
competencia monopolística, a partir del cual derivamos el modelo IS-LM, predice que 
cambios en la cantidad de dinero tienen efectos reales dependiendo éstos de la forma 
concreta de modelizar la perturbación. 
La introducción de rigideces nominales y/o de precios constituye hoy uno de los 
enfoques dominantes en los modelos de equilibrio general dinámico. El modelo New-
keynesian participa de las características del modelo de Ciclo Económico Real, 
complementado con competencia monopolística que sustituye a la competencia 
perfecta.  
Los resultados del modelo New-keynesian con rigidez de precios depende de la regla 
monetaria que siga el banco central. En el caso de fijación de una regla de fijación de 
tipos de interés nominales, una elevación del mismo conduce a un descenso en la 
producción y en la inflación mientras que el efecto del shock tecnológico sobre el 
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empleo y la producción depende de los parámetros que intervienen en la solución del 
modelo. 
Si el banco central sigue una regla de crecimiento monetario el efecto de una política 
monetaria expansiva es positivo para la producción y la tasa de inflación. El efecto de 
una perturbación tecnológica positiva sobre el nivel de empleo depende de los 
parámetros del modelo mientras que por otra parte eleva la producción. 
Si la perturbación tecnológica positiva es muy persistente y para determinados valores 
de los parámetros el efecto sobre el nivel de empleo sería negativo. 
A raíz del trabajo de Kydland y Prescott, el modelo de Ciclo Económico Real ha sido 
objeto de un examen riguroso tanto desde el punto de vista teórico como econométrico. 
En el capítulo 5 exponemos algunas de las principales extensiones del modelo básico y 
podemos comprobar que la investigación en este área ha sido de especial relevancia. 
La cuestión de la modelización del margen extensivo fue una de las primeras cuestiones 
que se abordaron. El trabajo de Hansen al transformar la función de utilidad de tal forma 
que generara una función de oferta totalmente elástica mejoró la correlación entre 
productividad y horas trabajadas a nivel agregado, sin embargo, el mecanismo de 
loterías supone que la utilidad marginal del ocio es constante e independientemente del 
número de horas que trabaje el agente representativo. El modelo de trabajo indivisible 
fue la primera respuesta clásica a las críticas sobre la necesidad de incorporar al modelo 
una función de oferta con alta elasticidad de sustitución intertemporal en las horas 
trabajadas. 
Más interesantes nos parecen tanto la introducción de salarios de eficiencia como el 
modelo de búsqueda en el marco del Ciclo Económico Real. Aunque el modelo con 
salarios de eficiencia expuesto parece que genera unos resultados satisfactorios en orden 
a explicar la correlación entre salarios y horas trabajadas, realmente el resultado 
depende de un parámetro que no tiene contrapartida empírica. A la luz de trabajos más 
recientes consideramos que  tiene mayor relevancia empírica el modelo de búsqueda. La 
aportación que hemos incluido fue pionera en incorporar las características de dicho 
modelo entro del  Ciclo Económico Real y predice unos resultados que mejoran 
sustancialmente el modelo clásico de mercado de trabajo. 
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La evidencia suministrada por el modelo con rigidez salarial y restricción de liquidez, 
“cash in advance” descansa fundamentalmente en la introducción de costes de ajuste en 
el empleo, supuesto que se utiliza con el fin de suavizar los ajustes que se producen en 
dicha variable ante perturbaciones tecnológicas. En un modelo similar sin costes de 
ajuste en el empleo, la volatilidad de las variables reales es demasiado alta en relación a 
la observada en los datos. 
La utilización variable del capital se ha incorporado como un elemento que mejora la 
propagación de las perturbaciones tecnológicas y se ha incorporado de manera habitual 
en la literatura ya que permite una mayor variabilidad en las horas trabajadas ante la 
perturbación de oferta, no siendo por tanto necesario acompañar el modelo con una 
función de utilidad que incorpore una función de oferta de trabajo elástica. 
Las aportaciones que incluyen shocks específicos a la inversión son de especial interés. 
En vez de considerar un shock general a la función de producción, el progreso técnico 
se incorpora a través de la producción de nuevos bienes de capital. 
La principal dificultad de introducir una perturbación de demanda de este tipo, como es 
el aumento en la inversión debido a un aumento en la rentabilidad de la misma (un 
aumento en la eficacia marginal del capital), reside en que la respuesta del consumo en 
el modelo de Ciclo Económico Real es negativa.  
Modificando la función de utilidad e introduciendo utilización variable del capital es 
posible obtener una respuesta positiva del consumo ante un cambio en la productividad 
de la inversión. 
Con la introducción del gasto público financiado con impuestos, el modelo predice de 
nuevo un comportamiento contracíclico del consumo ante perturbaciones de demanda, 
por tanto es necesario añadir algún grado de complementariedad entre gasto público y 
consumo privado dentro de la función de utilidad de tal manera que el aumento del 
primero no genere una disminución del segundo. 
El aumento del gasto público mejora la correlación entre salario y horas trabajadas con 
respecto al modelo básico de Ciclo Económico Real ya que provoca un desplazamiento 
de la curva de oferta de trabajo debido al efecto renta negativo que genera en los 
individuos. 
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Los impuestos sobre la renta y sobre el capital, al distorsionar la elección óptima de los 
individuos entre ocio y trabajo generan el mismo tipo de efecto. 
El efecto de un aumento en el nivel de deuda provocado por una disminución en el nivel 
de impuestos genera un efecto positivo en el consumo, la producción y el empleo para 
valores relativamente bajos en la persistencia de la deuda. Cuando comparamos un 
aumento en la deuda provocado por un mayor gasto observamos un efecto 
desplazamiento en la inversión y efectos cuantitativamente pequeños sobre las variables 
reales. La financiación del gasto con mayores impuestos sobre la renta tiene efectos 
negativos sobre las variables reales. 
El efecto de la introducción del denominado “labor hoarding” unido a costes de ajuste 
en el empleo permite reducir la volatilidad de éste ya que a corto plazo el ajuste en el 
número de horas trabajadas ante una perturbación de oferta se realiza en el margen 
intensivo, esto es, en el esfuerzo adicional que las empresas piden a sus trabajadores.  
Constituye una explicación plausible tanto del denominado “puzzle de la productividad” 
como del hecho que la productividad del trabajo tenga un comportamiento procíclico. 
La modelización de la producción doméstica es equivalente a introducir un nuevo sector 
donde ahora el tiempo total disponible puede dedicarse además a realizar trabajos en el 
hogar. Esto permite que la economía representativa pueda sustituir no sólo tiempo de 
trabajo por tiempo de ocio, sino también por tiempo de trabajo doméstico. La 
calibración del modelo sigue estimado la correlación entre salarios y horas trabajadas a 
un nivel demasiado alto en relación a la observada empíricamente. 
Un desarrollo relativamente reciente ha sido explorar la idea de si las expectativas sobre 
la productividad total de los factores o del cambio tecnológico que afecta 
específicamente a los nuevos bienes de capital es capaz de provocar una expansión 
económica. Para poder generar el comportamiento observado en las series económicas 
el modelo debe incorporar ciertas restricciones sobre las formas funcionales de las 
ecuaciones del modelo, esto es, los resultados están condicionados a la introducción de 
unas determinadas preferencias, a la utilización variable del capital y a la incorporación 
de costes de ajuste en la inversión. 
El modelo de Ciclo Económico Real ha sido utilizado para explicar el denominado 
“equity Premium puzzle “. La calibración estándar predice que la prima de riesgo de los 
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bonos es ligeramente superior a la de las acciones, lo que está en contra de la evidencia 
empírica. 
Una forma alternativa de introducir los efectos de los shocks de demanda en el modelo 
de Ciclo Económico Real es incluyendo una perturbación que afecte a las preferencias 
de los individuos en la función de utilidad y que por tanto al influir en la utilidad 
marginal del consumo provoca cambios en el nivel  óptimo del mismo. El problema 
fundamental es que de forma simétrica a lo que hemos explicado con los shocks 
específicos a la inversión pero al contrario, el efecto de la perturbación tecnológica 
eleva el nivel de consumo pero genera una respuesta negativa en la inversión. En el 
modelo presentado la solución a este problema puede realizarse a través de la 
introducción de externalidades positivas en la producción. 
La idea de los denominados “animal spirits” se fundamenta sobre la base de que el 
comportamiento coordinado de los individuos en un determinado sentido, olas de 
optimismo o pesimismo, puede provocar fluctuaciones en las series económicas. 
Técnicamente su modelización se realiza a partir de la introducción en la solución del 
modelo de Ciclo Económico Real de una variable aleatoria no relacionada con las 
variables de estado del problema en el caso de que el modelo tenga una solución 
indeterminada. Esto puede suceder cuando introducimos competencia monopolística o 
rendimientos crecientes a escala. 
Finalmente el modelo de Ciclo Económico Real de Kydland y Prescott fue una de las 
contribuciones que les hicieron ser galardonados con el Premio Nobel de Economía en 
2004. Es una ampliación del modelo básico y de ahí que haya preferido incorporarlo en 
el capítulo 5. 
El ejercicio que realizan es ni más ni menos mostrar como el modelo neoclásico de 
crecimiento y la calibración del mismo es capaz de generar series artificiales que tienen 
un coeficiente de correlación similar a las series americanas de consumo, inversión y 
horas trabajadas. El resultado fallido es la correlación entre la productividad y el output 
que predice ya que resulta demasiado alta en el modelo. 
La principal novedad del modelo y de ahí el título del trabajo, es la introducción del 
denominado Time to Build o “tiempo para construir” en el que la inversión en un 
momento del tiempo no se transforma en capital productivo al siguiente periodo, sino 
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que el proceso de construcción del stock de capital hasta que éste se convierte en un 
bien de capital listo para producir  es necesario que transcurran varios periodos de 
tiempo o dicho de otro modo, la inversión es un proceso que implica desde el punto de 
vista tecnológico varios periodos de tiempo. 
Dos características adicionales del trabajo anterior son la utilización de una forma 
funcional CES para modelizar la función de producción y una función de utilidad no 
separable en consumo y ocio donde éste viene determinado por todos los valores 
pasados del mismo. 
La razones de la utilización de una estructura autorregresiva para modelizar el ocio e 
incluir el proceso time to build se encuentran en el hecho de que permiten que el 
mecanismo de propagación interno del modelo genere una mayor persistencia ante la 
perturbación de oferta, esto es, el ajuste de las variables hacia su estado estacionario sea 
más lento. Es más, como demostramos en el apartado 5.18, dicha forma funcional 
supone una elasticidad de la oferta de trabajo con respecto al salario real mayor y una 
oferta de trabajo que depende negativamente de todos los valores pasados en el nivel de 
ocio. 
La cuestión de la persistencia de los shocks y su relación con las teorías explicativas del 
ciclo económico fue analizada a través del análisis univariante de series temporales. Las 
conclusiones no son nada definitivas a nivel econométrico aunque el trabajo de Nelson 
y Plosser tuvo en su momento gran relevancia como soporte y apoyo a la teoría del 
Ciclo Económico Real. 
En los modelos sencillos analizados en el capítulo 6, las perturbaciones de demanda 
tienen efectos transitorios mientras que las del lado de la  oferta tienen efectos 
permanentes.  
El efecto de los shocks tecnológicos sobre las horas trabajadas a nivel agregado ha 
generado un cierto debate a partir de la estimación de modelos con la metodología de 
vectores autorregresivos. El modelo New-keynesian con precios rígidos planteado en el 
capítulo 4 ya contempla el hecho de que una perturbación tecnológica positiva no 
predice un aumento en las horas trabajadas sino todo lo contrario, lo cual de ser 
confirmado parecía que daba la puntilla al modelo de Ciclo Económico Real con precios 
flexibles. Sin embargo, éste también puede predecir esta consecuencia si el efecto renta 
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derivado del aumento en el salario es tan fuerte que supera el efecto sustitución dando 
lugar a la conocida curva de oferta “hacia atrás”. 
Todos los modelos son falsables, esto es, siempre es posible encontrar la regularidad 
empírica que no puede explicar el modelo. En el caso del Ciclo Económico Real el gran 
desafío ha sido explicar la baja correlación entre las horas trabajadas y la productividad 
del trabajo o salario real, sin embargo las críticas no se han centrado sólo en esta 
regularidad empírica. 
A continuación exponemos de forma sintética las principales conclusiones obtenidas en 
esta tesis doctoral. 
 
CONCLUSIONES. 
1. Los modelos keynesianos de Taylor y Fisher con salario monetario rígido generan 
más persistencia en la producción que los modelos clásicos de Friedman y Lucas. En los 
años 70, el debate en torno al origen de las fluctuaciones no se centraba en las causas de 
los ciclos económicos sino en la flexibilidad o rigidez en precios y/o salarios como 
elemento clave en la modelización. 
2. El modelo de Ciclo Económico Real necesita de una alta relación marginal de 
sustitución intertemporal entre ocio y trabajo para explicar la correlación entre 
productividad o salarios y empleo. 
3. Los mecanismos internos de propagación del modelo son débiles. Ni la sustitución 
entre ocio y horas trabajadas ni el efecto inducido a través del stock de capital pueden 
ser considerados como medios de transmisión con la suficiente potencia para generar 
ciclos económicos. 
4. Por otra parte, las volatilidades relativas del consumo y la inversión sí pueden ser 
explicadas por el modelo.  
4. El residuo de Solow no es una buena medida del verdadero shock tecnológico ya que 
su comportamiento procíclico depende de variables de demanda como el gasto público, 
el nivel de esfuerzo o la existencia de competencia monopolística en el mercado de 
bienes. 
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5. El comportamiento dinámico de las variables endógenas del modelo está 
condicionado en gran medida por el proceso dinámico que sigue el shock tecnológico. 
6. La correlación entre horas trabajadas y salario real es demasiado alta en el modelo en 
relación a la evidencia empírica. 
7. Las predicciones del modelo cuando se le aplican shocks de demanda predice una 
correlación negativa entre consumo e inversión lo cual está en contra de la evidencia 
empírica. 
8.. El modelo predice una mejor correlación entre producción y salario real si 
introducimos rigidez salarial y shocks de carácter monetario. 
9. Los shocks monetarios en el modelo de Ciclo Económico Real tienen muy poco 
efecto cuantitativo sobre las variables reales. 
10. En el modelo New-Keynesian los shocks tecnológicos pueden producir una 
reducción en las horas trabajadas a nivel agregado.  
11. El modelo IS-LM con rigidez salarial y competencia monopolística es capaz de 
explicar las fluctuaciones en la producción a partir de shocks monetarios. 
12.  La modelización con trabajo indivisible del trabajo mejora la correlación entre 
horas y productividad del trabajo aunque consideramos que la aportación de los 
modelos de búsqueda es más completa y se ajusta mejor a la evidencia empírica. 
13. La introducción de costes de ajuste en el empleo ayuda a suavizar la dinámica del 
empleo, sin embargo, la introducción de esfuerzo en la función de producción explica el 
comportamiento procíclico de la productividad del trabajo y la baja correlación entre 
salarios reales y empleo. 
14. El modelo de Ciclo Económico Real necesita de perturbaciones adicionales como 
por ejemplo disminuciones de impuestos sobre la renta o aumento del gasto público a 
los shocks de productividad para poder explicar la baja correlación entre salarios y 
horas trabajadas.  
15. Las perturbaciones de demanda tienen efectos transitorios en la producción mientras 
que las perturbaciones de oferta tienen efectos permanentes. 
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 16. La flexibilidad del modelo de equilibrio general ha permitido que en su marco se 
hayan podido acomodar distintas ampliaciones que han intentado superar la principal 
dificultad del modelo en relación a la correlación entre salarios y empleo. Por otra parte, 
el modelo de Ciclo Económico Real ha sido el referente en el que otras explicaciones 
del fenómeno cíclico han sido desarrolladas.    
17. Independientemente de si las perturbaciones tecnológicas explican una mayor o 
menor variabilidad en las variables endógenas, el modelo de Ciclo Económico Real ha 
contribuido de forma decisiva a la metodología en Macroeconomía.  La nueva 
generación de modelos de Equilibrio General Dinámico conservan el bloque básico del 
modelo de Ciclo Real, sin embargo, su complejidad es aún mayor debido a que: 
1. Suelen combinar varios tipos de perturbaciones, además de los shocks 
tecnológicos. 
2. El supuesto de competencia perfecta en los mercados ha sido abandonado al 
haber sido sustituido por rigideces de precios y salarios al estilo del modelo 
New-Keynesian. 
3. Dentro de las ampliaciones que hemos expuesto, los shock específicos a la 
inversión y la utilización variable del capital suelen estar presentes en los 
modelos más avanzados. 
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